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CỦA HÀM SỐ 


I- TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 


1 
Âu đồ thị (H.1, H.2) hãy chỉ ra các khoảng tăng, giảm của hàm số y = cosy trên 


đoạn I-š:3| và của hàm số y=|x| trân khoảng (—n ; +). 


HỶ 


Hình I Hình 2 
1. Nhắc lại định nghĩa 


Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa khoảng. Giả sử hàm số y = ƒ(x) 
xác định trên K. Ta nói 
Hàm số y = #x) đồng biến (tăng) trên K nếu với mọi cặp 
xị, xạ thuộc K mà xị nhỏ hơn x; thì ƒ{x¡) nhỏ hơn ƒ(x;), tức là 
x<*› >3) <ƒŒ2); 
Hàm số y = ƒ+) nghịch biến (giảm) trên K nếu với mọi cặp xị, xa 
thuộc K mà xị nhỏ hơn x; thì ƒ(aị) lớn hơn ƒ(x;), tức là 


+I<+2¿ = ƒ() > fŒ2). 


Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K được gọi chung là 
hàm số đơn điệu trên K. 
NHẬN XÉT. Từ định nghĩa trên ta thấy 
#(x2)~ ƒ() 


%2 — AI 


a) ƒ) đồng biến trên K >0, Vaị,xạ 6K 


(Xị # X2) ; 


%2 — 3I 


ƒ#) nghịch biến trên K © <0, Và,xạ 6K 


Œị # 12). 

b) Nếu hầm số đồng biến trên K thì đồ thị đi !é» từ trấi sang 
phải (H.3a) ; 

Nếu hàm số nghịch biến trên K thì đồ thị đi xuống từ trái sang 
phải (H.3b). 


3) b) 
Hình 3 


2. Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm 


y2 
Âu các hàm số sau và đồ thị của chúng : 


a) y=-Š. (H4a) b) y= (H4b) 
x 
+ |—œ 0 +øo x |-œ 0 +œ 
ĐÃ ỹẺ 
y 0 y |0 +œ 
lễ ai “. ` = ĩ _= h 


2) b) 
Hình 4 
Xét dấu đạo hàm của mỗi hàm số và điền vào bảng tương ứng. 
Từ đó hãy nêu nhận xét về mối quan hệ giữa sự đồng biến, nghịch biến của 
hàm số và dấu của đạo hàm. 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 


Cho hàm số y = ƒ(x) có đạo hàm trên K. 
a) Nếu ƒ'(x) >0 với mọi x thuộc K thì hàm số #+) đồng biến 
trên K. 


b) Nếu ƒ'(x) <0 với mọi x thuộc K thì hàm số ƒ(x) nghịch 
biến trên K. 


Tóm lại, trên K 
ƒŒ) >0= ƒ(z) đồng biến 
thoi <0= ƒ(z) nghịch biến. 
CHÚ Ý 
Nếu ƒ (+) =0, Vx e K thì #x) không đổi trên K. 
Ví du 1. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số : 
a)y=2x +1; b) y = sinv trên khoảng (0: 2œ). 
Giải 
a) Hàm số đã cho xác định với mọi x e ÏR. 
Ta có y' = 8x”. Bảng biến thiên 


x | 0 +œ 


Vậy hầm số y = 2x2 +1 nghịch biến trên khoảng (—œ ; 0), đồng biến trên 
khoảng (0 ; +). 
b) Xét trên khoảng (0 ; 2m), ta có y' = cosx. 


Bảng biến thiên 
T 3m 
0 = = 9 
* 2 2 á 
y'=CO§Y + 0 = 0 + 


Vậy hàm số y = sinv đồng biến trên các khoảng Ío § ) và l# ‡ 2m), 


bi dối Ẵ 1.31 

nghịch biến trên khoảng § 5 3} yẠ 
3 

Khẳng định ngược lại với định lí trên có đúng không ? 
Nói cách khác, nếu hàm số đồng biến (nghịch 
biến) trên K thì đạo hàm của nó có nhất thiết phải 
dương (âm) trên đó hay không ? 


Chẳng hạn, xét hàm số y= +” có đồ thị trên Hình 5. 


Hình Š 


CHÚ Ý 
Ta có định lí mở rộng sau đây. 
Giả sử hàm số y = ƒ&) có đạo hàm trên K. Nếu ƒ(+)>0 
ŒCQ<0),Vz e Kvà ƒ'(v) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm 
thì hàm số đồng biến (nghịch biến) trên K. 
Ví dự 2. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số y = 23Ÿ + 6x” +6x— 7. 
Giải. Hàm số đã cho xác định với mọi x e R. 


Ta có y'= 6x” +12x +6 =6(x + LẺ. 


Do đó y'= 


0 © x=-—l và y' >0 với mọi x# —l. 


Theo định lí mở rộng, hàm số đã cho luôn luôn đồng biến. 


1I - QUY TẮC XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 


1. Quy tắc 
2. Áp dụng 


1. Tìm tập xác định. 

2. Tính đạo hàm ƒ"(). Tìm các điểm x; (¡ = 1,2, .. ø) mà tại đó 
đạo hàm bằng 0 hoặc không xác định. 

3. Sắp xếp các điểm x; theo thứ tự tăng dân và lập bảng biến thiên. 

4. Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số. 


Ví dụ 3. Xét sự đồng biến, nghịch biến của hàm số 


`. 
3 2 


Giải. Hàm số xác định với mọi x e lR. Ta có 


2 X 
y=x-x-2,y=Ú0© 
wv 


Bảng biến thiên 


—œ ¬1 2 +œ 


Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng (—œ ; —1) và (2 ; +), nghịch biến 
trên khoảng (—1 ; 2). 


Ví dụ 4. Tìm các khoảng đơn điệu của hầm số y = Š—L 


#HỦU 
Giải. Hàm số xác định với mọi x # —l. Ta có 
‹_,g#1)=(-])_ -— 2 
 wiW ` wxeTff? 
y' không xác định tại x =—l. 
Bảng biến thiên 
x |—= ¬1 +œ 
y + + 
œ 1 
Bở = cơ là . 


Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng (—œ ; —1) và (—1 ; +). 

Ví dụ 5. Chứng minh rằng x > sinx trên khoảng (o ä 5) bằng cách xét 
khoảng đơn điệu của hàm số ƒ(x) = x — sỉn x. 

Giải. Xét hàm số ƒx) = x — sinx (o <x< 3): ta có 

#'Œ)= 1— cosx >0 (+) = 0 chỉ tại x = 0) nên theo chú ý trên ta có ƒ{x) 
đồng biến trên nửa khoảng Ũ h ?) ñ 

Do đó, với 0< x< : ta có fÄx) =x— siny >/{0) =0 


hay x > sin+x trên khoảng (o ý 5) h 


Bởi tập 
Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số : 
a)y=4+3x— x2; b)y= QuÊ + 32 —Tx—2: 
c)y=xf—-2x2 +3; d)y=-x)+x” —5. 
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Tìm các khoảng đơn điệu của các hàm số : 


3x+l 
a)y= § 
1—x 


e)y=xx2-x-—20 ¬ 


P3 


7+1 


nghịch biến trên các khoảng (—œ ; —1) và (1 ; +œ). 


Chứng mình rằng hàm số y = 


đồng biến trên khoảng (—I ; 1) ; 


Chứng minh rằng hàm số y = V2x— x” đồng biến trên khoảng (0 ; 1) và 
nghịch biến trên khoảng (1 ; 2). 
Chứng minh các bất đẳng thức sau : 


=) 
a) tany >x (o<x<3): b) tạny >x +T— (0<x<3). 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH CHẤT ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 


Điều kiện đủ về tính chất đơn điệu của hàm số được chứng minh dựa vào định lí 
sau đây. 


ĐỊNH LÍ LA-GRĂNG 


Nếu hàm số y = ƒ() liên tục trên đoạn [z ; b] và có đạo hàm trên 
khoảng (z ; ò) thì tồn tại một điểm e e (z ; ¿) sao cho 


ƒŒ)~ ƒ(4)= ƒ')~a4) 


ƒ0)=ƒ(4). 


h '{e)= 
ay £@) = 


Minh hoạ hình học : 

Nếu hàm số /(x) thoả mãn các giả thiết của 
định lí La-grăng thì trên đồ thị tồn tại điểm 
€ mà tiếp tuyến tại đó song song hoặc 
trùng với dây cung 4ð (H. 6). 


Hình 6 


HỆ QUÁ 

Nếu Ƒ*+) = 0 với mọi x thuộc khoảng (z ; ở) thì F(x) bằng hằng số 

trên khoảng đó. 
Chứng minh. Xét điểm cố định +ọ e(# ; b). Với mỗi xe(z;b) mà x #xụ, các giả 
thiết của định lí La-grăng được thoả mãn trên đoạn [xạ; x] (hoặc[x; xạ]). Do đó 
tồn tại điểm ceGạ:x) (hoặcee(x;Aạ)) sao cho Ƒ(x)—FŒạ)= F'()(x~xạ). Vì 
ee(4; b) nên F'(e)=0. Vậy 

#@œ)~ Fqp)=0 hay F(@&)= #Œạ) =const 

trên toàn khoảng (ø ; b). " 


ĐỊNH LÍ 
Cho hàm số y = #{x) có đạo hàm trên khoảng (z ; 5). 
a) Nếu ƒ'Œœ) >0 với mọi x e (z, ở) thì hàm số ƒœ+) đồng biến 
trên khoảng đó ; 
b) Nếu ƒ'(+) < 0 với mọi x e (z ; b) thì hàm số ƒ(x) nghịch biến 
trên khoảng đó. 


Chứng minh. Lấy hai điểm bất kì xị, x; (x, <x;) trên khoảng (ø ; 0). Vì ƒ() có đạo 
hàm trên khoảng (z ; ¿) nên ƒ+) liên tục trên đoạn [x,; x;] và có đạo hàm trên khoảng 
G32). 

Theo định lí La-grăng, tổn tại một điểm cc@¡;x;)C(4;b) sao cho 
/Œ)- ƒŒ) 


1 


/ƒ\)= . Từ đó suy ra : 


a) Nếu ƒ'+) >0 với mọi x e (z; b) thì ƒ(e) > 0 nên ƒ(;)> ƒ(x¡). Do đó, +) 
đồng biến trên khoảng (ø ; b). 

b) Nếu ƒ'(+) < 0 với mọi x e (2; Đ) thì ƒ') < 0 nên ƒ(x;)< ƒŒ¡). Do đó, ƒx) 
nghịch biến trên khoảng (z ; ở). | 


BẠN CÓ BIẾT 


LA-GRĂNG (J.L. LAGRANGE) 


La-grăng là nhà toán học Pháp, xuất thân trong một gia 
đình giàu có, nhưng trở nên khánh kiệt khi ông tưởng như 
sắp được thừa kế gia sản. Tuy nhiên, về sau ông xem tai J.L. Lagrange 
hoạ này là một điều may mắn. (1736 ~ 1813) 
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Ông nói : "Nếu được thừa kế một tài sản thì chắc là tôi không dành đời mình cho 
toán học". 

Ông nội La-grăng là người Pháp, bà nội là người I-ta-i-a. Cả gia đình ông định cư ở Tu-rin 
(thủ phủ của xứ Pi-êmông (Piémont) thuộc l-ta-li-a). 

La-grăng được cử làm giáo sư toán học ở Trường Pháo binh Hoàng gia Tu-rin 
năm 19 tuổi. Tất cả các học trò đều lớn tuổi hơn ông. Cùng với những học trò ưu 
tú của mình, La-grăng đã lập ra Hội nghiên cứu, tiền thân của Viện Hàn lâm khoa 
học Tu-rin. Tập báo cáo đầu tiên của Hội xuất hiện năm 1759 khi ông 23 tuổi. 
Phần lớn những công trình tốt nhất công bố trong tập san đầu này là của La-grăng, 
dưới nhiều bút danh khác nhau. 


Ở tuổi 23, La-grăng được coi là nhà toán học ngang hàng với những nhà toán học lớn 
nhất thời bấy giờ là Ơ-le (Euler) và các nhà toán học họ Béc-nu-li (Bernoulli). 
Theo lời giới thiệu của Ơ-le, ngày 2-10-1760, khi mới 24 tuổi, La-grăng được bầu 
làm Viện sĩ nước ngoài của Viện Hàn lâm khoa học Bec-lin. Về sau, Ơ-le và 
Đa-lăm-be (d'Alembert) còn vận động vua nước Phổ mời La-grăng sang Béc-lin 
làm nhà toán học của Triều đình. 

Năm 1764, lúc 28 tuổi, La-grăng được giải thưởng lớn về bài toán bình động của 
Mặt Trăng (là bài toán lí giải vì sao khi chuyển động, Mặt Trăng luôn luôn quay 
một mặt về phía Trái Đất). 

Các năm 1766, 1772, La-grăng liên tiếp nhận được các giải thưởng của Viện Hàn 
lâm khoa học Pa-ri về các bài toán 6 vật thể, 3 vật thể. 

Ngày 6-11-1776, La-grăng được vua nước Phổ - "vị vua lớn nhất châu Âu" - đón 
tiếp nồng nhiệt và được cử làm Giám đốc Ban Toán Lí của Viện Hàn lâm Bec-lin. 
Năm 1787, Hoàng gia và Viện Hàn lâm Pa-ri đón tiếp nồng hậu nhà toán học lớn 
La-grăng trở về và cấp cho ông một căn hộ đầy đủ tiện nghỉ trong điện Lu-vrơ 
(Louvre, nay là viện bảo tàng lớn ở Pa-ri). 

Năm 1788, ở tuổi 52, ông công bố kiệt tác của đời ông, bộ "Cơ học giải tích", đề 
tài mà ông ấp ủ từ lúc 19 tuổi. 

Nhờ sự can thiệp của La-grăng, người ta đã không thừa nhận 12 thay cho 10 để 
làm cơ số cho mét hệ. 


Ông lập gia đình hai lần. Bà vợ đầu mất sớm vì đau yếu. Ở tuổi ngoài 50, La-grăng 
sống cô đơn, sấu muộn. Năm 56 tuổi, ông được một thiểu nữ, con gái bạn ông là 
nhà thiên văn học Lơ-mô-ni-ê (Lemonier), yêu và ngỏ lời muốn kết hôn với ông. 
La-grăng nhận lời. Cô đã dành cả cuộc đời trẻ trung, tươi đẹp của mình để chăm 
sóc ông, kéo ông ra khỏi u sầu, thức tỉnh nơi ông lòng ham sống. Ông yêu tha 
thiết và cảm thấy khổ sở mỗi khi phải tạm xa bà. Ông khẳng định rằng bà vợ trẻ 
dịu dàng, tận tuy là giải thưởng quý báu nhất trong mọi giải thưởng của đời ông. 


La-grăng được toàn thể nhân dân Pháp tôn vinh. Có lần, Ta-lê-grăng (Tallegrand), một 
vị tướng, đã nói với cha của La-grăng : "Con ông, người con của nhân dân Pháp, sinh 
ra ở Pi-ê-mông, đã làm vinh dự cho toàn thể nhân loại bởi thiên tài của mình". 
La-grăng mất ngày 10-4-1813, thọ 77 tuổi. 


CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 


X7 


I~ KHÁI NIỆM CỰC ĐẠI, CỰC TIỂU 


1 
R Dựa vào đồ thị (H.7, H.8), hãy chỉ ra các điểm tại đó mỗi hàm số sau có giá trị lớn 
nhất (nhỏ nhất) : 


a) y=—x +1 trong khoảng (—ø ;+œ) ; 


b) y=Š@-3Ÿ trong các khoảng ai và (š:3) 


1ˆ ý j. Ø 3 # 
2 2 
Hình 7 Hình 8 

Xét dấu đạo hàm của các hàm số đã cho và điền vào các bảng dưới đây. 
+ | 0 +œ x | ƒ 3) +œ 
3ê bã 
y li Đ 4 Ta) 

so 2 _Hấ a 

ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số y = ƒ(x) xác định và liên tục trên khoảng (z : b) (có thể 
a là —œ ; b là +œ) và điểm xụ e (4 ; b). 
a) Nếu tồn tại số ¡ > 0 sao cho ƒx) < ftxe) với mọi x e (xp — Ù; 
xạ + h) và x # xọ thì ta nói hàm số ƒtx) đạt cực đại tại xạ. 
b) Nếu tồn tại số h > 0 sao cho ƒfx) > ƒxe) với mọi x e (xọ— Ö; 
Xg+ h) và x# xọ thì ta nói hàm số ƒfx) đạt cực tiểu tại +0- 
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CHÚ Ý 
1. Nếu hàm số ƒ(+) đạt cực đại (cực tiểu) tại xọ thì xạ được 
gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của hàm số ; ƒ(+ạ) được 
gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) của hàm số, kí hiệu 
là #p(fcr). cồn điểm M(xg ; ƒ(xg)) được gọi là điểm cực đại 
(điểm cực tiểu) của đồ thị hàm số. 
2. Các điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. 
Giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) còn gọi là cực đại (cực tiểu) và 
được gọi chung là cực trị của hàm số. 
3. Dễ đàng chứng minh được rằng, nếu hàm số y = ƒfx) có đạo 
hầm trên khoảng (z ; b) và đạt cực đại hoặc cực tiểu tại xọthì 
Z#Œœg)=0. 


2 
Âu sử ƒ{x) đạt cực đại tại xạ. Hãy chứng minh khẳng định 3 trong chú ý trên bằng 


„J0 -LAx)=7Ô z ' “ 
cách xét giới hạn tỈ số -. khi Ax —> 0 trong hai trường hợp Ax > 0 và 
x 


Axr<0. 
II ~ ĐIỀU KIỆN ĐỦ ĐỂ HÀM SỐ CÓ CỰC TRỊ 


3 
Ầ a) Sử dụng đồ thị, hãy xét xem các hàm số sau đây có cực trị hay không. 
»® y=-2x+l; 


*y=2œ-3Ÿ (H8). 


b) Nêu mối liên hệ giữa sự tồn tại cực trị và dấu của đạo hàm. 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ1 
Giả sử hàm số y =/tx) liên tục trên khoảng K =(+xg — Ù ; xọ + h) 
và có đạo hàm trên K hoặc trên K\{ xạ}, với h > 0. 
a) Nếu ƒ +) > 0 trên khoảng (xọ — ? ; xạ) Và ƒ '(x) < 0 trên 


khoảng (xọ ; xọ + #) thì xọ là một điểm cực đại của hàm số/ƒ{+). 


b) Nếu ƒ '(v) < 0 trên khoảng (xạ — ở ; xạ) và ƒ (+) > 0 trên 
khoảng (xạ ; xọ + Ù) thì xạ là một điểm cực tiểu của hàm số ƒ{+). 
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* lxạ_—h +0 xg+h + lxg_—h X0 xgo+h 


œ) + - #œ) = + 


#4) Fe. T HuÀc #0 HH CC 
%r 


Ví dụ 1. Tìm các điểm cực trị của đồ thị hàm số ƒf+x) = =4. 
Giải. Hàm số xác định với mọi x e ïR. 


Ta có ƒ'(v) =~2x ; ƒ'(x) =0 ©x =0. 


Bảng biến thiên 
x |_= 0 +œ 
#%œ) + 0 = 
1 
/#@) ` VÀ, 
E2 —œ 


Từ bảng biến thiên suy ra x = 0 là điểm cực đại của hàm số và đồ thị của 
hàm số có một điểm cực đại (0; 1)(H.7). 

Ví dụ 2. Tìm các điểm cực trị của hàm số y = xŸ — x” -— x+ 3. 

Giải. Hàm số xác định với mọi x e lR. 


Tacó y=3x2-2x-l; 


x=l 
#=U@i| _ 1 
+x= 3 
Bảng biến thiền 
j 
#' | _= 1 
* œ 3 +œ 
bi + 0 — 0 + 
86 = 
: „ ă 2 kê ` .ằ 
—œ 2 
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Từ bảng biến thiên suy ra x = -ià điểm cực đại, x = 1 là điểm cực tiểu 
của hàm số đã cho. 


Ví dự 3. Tìm cực trị của hàm số 
1k2 
x+1” 


Giải. Hàm số xác định tại mọi x # —l. 


Ta có y' = ~>0,Vx#~l. 


(x+1 
Vậy hàm số đã cho không có cực trị (vì theo khẳng định 3 của Chú ý trên, 
nếu hàm số có cực trị tại xọ thì tại đó w' = 0). 


4 
', Lên minh hàm số y =|x| không có đạo hàm tại x=0. Hàm số có đạt cực trị tại 
điểm đó không ? 
II - QUY TẮC TÌM CỰC TRỊ 
Áp dụng Định lí 1, ta có quy tắc tìm cực trị sau đây. 
QUY TẮC I 
1. Tìm tập xác định. 
2. Tính ƒ(x). Tìm các điểm tại đó ƒ'(x) bằng 0 hoặc ƒ (+) 
không xác định. 
3. Lập bảng biến thiên. 
4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 


5 
Ầ. dụng quy tắc I, hãy tìm các điểm cực trị của hàm số 
ƒ@)= x(Ÿ -3). 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử hàm số y = /t+) có đạo hàm cấp hai trong khoảng, 
(Xọ—h; xo + h), với h >0. Khi đó : 

a) Nếu ƒ'(xạ) =0, ƒ"Qạ) > 0 thì xọ là điểm cực tiểu ; 

b) Nếu ƒ'+ạ) =0, ƒ"(xạ) < 0 thì xọ là điểm cực đại. 
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Áp dụng Định lí 2, ta có quy tắc sau đây để tìm các điểm cực trị của một hàm số. 


QUY TẮC II 
1. Tìm tập xác định. 
2. Tính ƒ (+). Giải phương trình ƒ'(x) = 0 và kí hiệu x; (ï= 1,2, .... n) 
là các nghiệm của nó. 
3. Tính ƒ "+) và ƒ"Œ). 


4. Dựa vào dấu của ƒ "(x;) suy ra tính chất cực trị của điểm x;. 
Ví đụ 4. Tìm cực trị của hàm số 
f(@) = SẺ 2x?+6. 
4 
Giải. Hàm số xác định với mọi x e lR. 
#!'Œ)= xŸ- 4x = x@2 - 4) ; ƒ(x) =0—xị =0, 3; =—2, x;ị =2. 
ƒ"q) =34?- 4. 
#"Œ2)=§>0>x=-~—2 và x= 2 là hai điểm cực tiểu : 
#"(0) =-4<0 =x=0 là điểm cực đại. 
Kết luận 
/) đạt cực tiểu tại x =—2 và x = 2 ; fer =/Œ 2) = 2. 
ƒtx) đạt cực đại tại x = 0 và fcp = ƒ(0) = 6. 


Ví đụ 5. Tìm các điểm cực trị của hàm số ƒfx) = sin2x. 


Giải. Hàm số xác định với mọi x e lR. 


#'@)= 2cos2x ;ƒ'x) =0 © 2x = h +ỉÌn ©œx= Than (e2). 


#"() = —4sin2x. 


~4 nếu ¡ =2k 
/" T+12]=-Ash ml  Wei, 
PIỆNG 2 4 nếu /= 2k+l 
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Kết luận 
x= n + km (k e Z) là các điểm cực đại của hàm số. 


t= ` + km (k  Z) là các điểm cực tiểu của hàm số. 


Bi tộp 


Áp dụng Quy tắc I, hãy tìm các điểm cực trị của các hàm số sau : 


a) y= 2x) +3x” — 36x —10 ; b)y=xf+2x7—3; 


De. đ y=x”q-x)!; 
* 


e)y=x?—x+l. 


Áp dụng Quy tắc II, hãy tìm các điểm cực trị của các hàm số sau : 
a)y=xf— 2+1; b) y=sin2v -x; 
€) y= sinx + cosv ; đ)y=x)T=x2—2x+1. 
Chứng mình rằng hàm số y = +Íx| không có đạo hàm tại x = 0 nhưng vẫn 
đạt cực tiểu tại điểm đó. 
Chứng minh rằng với mọi giá trị của tham số z¡, hàm số 
y=x)-m2 —2x+l 
luôn luôn có một điểm cực đại và một điểm cực tiểu. 


Tìm z và ở để các cực trị của hàm số 


y =š42 +2ax2 —9x+b 


đều là những số dương và xọ = -Š là điểm cực đại. 


+ mx +] n 
đạt cực đại 


Xác định giá trị của tham số m để hàm số y = 
x+m 
tại x= 2. 


GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ 
GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 


I- ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số y = ƒ(x) xác định trên tập Ð. 

a) Số M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số y = ƒ{+) trên 
| tập D nếu ƒ(+) < M với mọi x thuộc Ð và tổn tại xạ e D sao 

cho ƒ(xg) = M. 


Kíhiệu M = max ƒ(x). 

D 
b) Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y = ƒẦx) trên 
tập D nếu ƒ(+) > m với mọi x thuộc Ð và tổn tại xạ e D sao 


cho ƒ(xg) = m. 
Kíhiệu m = min ƒ(+x). 
D 
Ví dụ 1. Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 
1 


y=x-5+— 
+% 
trên khoảng(0 ; +œ). 
Giải. Trên khoảng (0 ; +ø©), ta có y" =I--= - 
+ 


Báng biến thiên 


Từ bảng biến thiên ta thấy trên khoảng (0 : +œ) hàm số có giá trị cực tiểu 
duy nhất, đó cũng là giá trị nhỏ nhất của hàm số. 
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Vậy min ƒ(x) =-3 (tại x = 1). Không tổn tại giá trị lớn nhất của #x) 
(0;+œ) 


trên khoảng(0 ;+œ). 


II - CÁCH TÍNH GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 
CỦA HÀM SỐ TRÊN MỘT ĐOẠN 


M 
Âu tính đồng biến, nghịch biến và tính giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số : 
a)y= 3Ÿ trên đoạn [-3 ; 0]; 


b) n 


h trên đoạn [3 ; 5]. 


#= 


1. Định lí 


Mọi hàm số liên tục trên một đoạn đều có giá trị lớn nhất 
và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó. 


Ta thừa nhận định lí này. 
Ví dụ 2. Tính giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số y = siny 


a) Trên đoạn ki tu : 
6 6 


b) Trên dom|E : 2Ì. 


Giải 


Hình 9 


Từ đồ thị của hàm số y = siny (H.9), ta thấy ngay : 


a) Trên đoạn D = 5; M †a CÓ 
6 6 


mà 


1 
Từ đó maxy = l ;miny = ——. 
D D 


b) Trên đoạn E = lễ: 2x| ta có 


Vậy maxy=l; miỉny =-l. 
E E 


2. Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục 
trên một đoạn 


2 


-x?+2nếu -2<x<1 


Cho hàm số y= : 
x nếu I<x<3 


có đồ thị như Hình 10. Hãy chỉ ra giá trị 
lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
trên đoạn [~2 ; 3] và nêu cách tính. 


Hình 10 


NHẬN XÉT 

Nếu đạo hàm ƒ'(x) giữ nguyên dấu trên đoạn [z ; b] thì hàm số 
đồng biến hoặc nghịch biến trên cả đoạn. Do đó, ƒf+) đạt được 
giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất tại các đầu mút của đoạn. 
Nếu chỉ có một số hữu hạn các điểm x; (x; < x;¿¡) mà tại đó 
#'(+) bằng 0 hoặc không xác định thì hàm số y = ƒ(x) đơn 
điệu trên mỗi khoảng (x;;x;,¡). Rõ ràng giá trị lớn nhất (giá 
trị nhỏ nhất) của hàm số trên đoạn [ø ; b] là số lớn nhất (số 
nhỏ nhất) trong các giá trị của hàm số tại hai đầu mút a, b và 
tại các điểm x,nói trên. 
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Quy tác 
1. Tìm các điểm XI. Xa... x„ trên khoảng (ø ; ở), tại đó ƒ '(x) 
bằng 0 hoặc ƒ '(x) không xác định. 
2. Tính ƒz). ƒ(x). ƒ(%)..... ƒ(x„). ƒ(b). 
3. Tìm số lớn nhất #⁄ và số nhỏ nhất z trong các số trên. Ta có 
M =max ƒ(x), m = min ƒ(x). 
[a; b] [ø: b] 
CHÚ Ý 
Hàm số liên tục trên một khoảng có thể không có giá trị lớn 
nhất và giá trị nhỏ nhất trên khoảng đó. Chẳng hạn, hàm số 
7u2=bE không có giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất trên 
*x 
khoảng (0 ; 1). Tuy nhiên, cũng có những hàm số có giá trị 
lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất trên một khoảng như trong Ví dụ 3 
dưới đây. 
Ví đụ 3. Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh a. Người ta cắt ở bốn góc bốn 
hình vuông bằng nhau, rồi gập tấm nhôm lại như Hình 11 để được một cái hộp 
không nắp. Tính cạnh của các hình vuông bị cắt sao cho thể tích của khối hộp 
là lớn nhất. 


Hình II 
Giải. Gọi x là độ dài cạnh của hình vuông bị cắt. 


Rõ ràng x phải thoả mãn điều kiện 0 < x < S , 
Thể tích của khối hộp là 


V(z) = x(a — 2x)2 (o S< 3) 


Ta phải tìm xọ e (o: D sao cho W(x) có giá trị lớn nhất. 
Ta có Vz+) = (a— 2x)ˆ + x.2(4 — 2x).(—2) = (aT— 2x)(a — 6x). 
Trên khoảng (o r3) †a có 


a 
Y)=0 =-=. 
() ‹Sx P 


Bảng biến thiên 
a 4 
+ U 6 3 
V@œ) + 0 _ 
V@œ) ` 21 TC 
0 0 


Từ bảng trên ta thấy trong khoảng lo š ) hàm số có một điểm cực trị duy 


nhất là điểm cực đại x = T nên tại đó V(x) có giá trị lớn nhất : 


Â 
Lập BÉng biển tiên của hămieð: ƒ€@j=- 1 dẻ 
1+z 
Từ đó suy ra giá trị nhỏ nhất của /(x) trên tập xác định. 


Bi tộp 


1. Tính giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số : 
a)y =xŸ — 3x2 — 9x + 35 trên các đoạn [—4 ; 4] và [0 ; 5]: 


V*) 
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b)y = x' — 3x” + 2 trên các đoạn [0 ; 3] và [2 ; 5] : 


©)y=1 ` trên các đoạn [2 ; 4] và [~3 ; 2] : 
x 


đ) y= XŠ- 4+ trên đoạn [—I ; 1]. 
Trong số các hình chữ nhật cùng có chu vi 16 em, hãy tìm hình chữ nhật có 
điện tích lớn nhất. 
Trong tất cả các hình chữ nhật cùng có diện tích 48 mỂ, hãy xác định hình 
chữ nhật có chu vi nhỏ nhất. 
Tính giá trị lớn nhất của các hàm số sau : 
4 
l+x 


= b)y= AxÖ — 3xf. 


LIU 
Tính giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 


)C (x>0). 
# 


BÀI ĐỌC THÊM 


CUNG LỒI, CUNG LÕM VÀ ĐIỂM UỐN 
1. Khái niệm về cung lổi, cung lõm và điểm uốn 

Xét đồ thị ACB của hàm số y= ƒ(x) biểu diễn trên Hình 12. Giả sử đồ thị có tiếp 
tuyến tại mọi điểm. 


y 


Tại mọi điểm của cung 4È , tiếp tuyến luôn luôn ở phía trên của AC . Ta 
nói 4C là một cung lồi. Nếu z là hoành độ của điểm A, e là hoành độ 
của điểm C, thì khoảng (a; e) được gọi là một khoảng lổi của đồ thị. 
Tại mọi điểm của cungC8 , tiếp tuyến luôn luôn ở phía dưới của CỀ. 
Ta nói C8 là một cung lõm. Kí hiệu b là hoành độ của điểm ø thì 
khoảng (c ; b) được gọi là một khoảng lõm của đồ thị. 
Điểm phân cách giữa cung lồi và cung lõm được gọi là điểm uốn của 
đồ thị. Trên Hình 12, C là một điểm uốn. 

CHÚ Ý 

1. Tại điểm uốn, tiếp tuyến đi xuyên qua đồ thị (H.12). 

2. Trong một số giáo trình, nhất là giáo trình Giải tích toán học ở 

Đại học, người ta gọi 4C trên Hình 12 là cung lõm và €3 là cung lối. 


2. Dấu hiệu lồi, lõm và điểm uốn 
Ta có hai định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ1 


Cho hàm số y= ƒ(x) có đạo hàm cấp hai trên khoảng (4 ; ð). 
Nếu ƒ"+)<0 với mọi xe(z;b) thì đổ thị của hàm số lồi trên 
khoảng đó. 
Nếu ƒ"@+)>0 với mọi xe(z; b) thì đồ thị của hàm số lõm trên 
khoảng đó. 


ĐỊNH LÍ 2 


Cho hàm số y= ƒ(x) có đạo hàm cấp hai trên khoảng (z ; b) 
vàaoe(:b). Nếu ƒ'(+) đổi dấu khi x đi qua xạ thì điểm 
Me(xe : f(xạ)) là điểm uốn của đồ thị hàm số đã cho. 


3. Áp dụng 
Ví dụ 1. Tìm các khoảng lồi, lõm và điểm uốn của đồ thị các hàm số : 


; b) y=—sinx trên đoạn [0 ; 2z]. 


a) Tập xác định : R. 
Ta có y'=5x!, y"=20xŸ. 


Bảng xét dấu y" 
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x _= 0 + » 
} _ 0 + 
Đồ thị của Lồi Điểm uốn lEn 
hàm số Ø(0;0) 
Vậy đồ thị hàm số lồi trên khoảng (—œ ; 0), lõm 
trên khoảng (0 ; +œ). Điểm (0 ; 0) là điểm uốn 
của đồ thị hàm số (H.13). (2 * 
b) Ta có 
y'=-~C€0SX, y"=sinx. 
Bảng xét dấu y" 
# 0 T 2m 
„h : g = Hình 13 
Đồ thị của Lên Điểm uốn T 
hàm số AŒr; 0) 


Vậy trên đoạn [0 ; 2z), đồ thị hàm số lõm trên 
khoảng (0 ; z), lồi trên khoảng (z ; 2n). Điểm 
A(r ; 0) là điểm uốn của đồ thị hàm số (H.14). 


Hình 14 
Ví dụ 2. Tìm các khoảng lồi, lõm của đồ thị hàm số 
x+l 
Giải. Tập xác định :E\I). 
li +. xác định với mại xz1 ; 
@œ-]) 
JP= , xác định với mọi x z1. 
(œ-DẺ 
Bảng xét dấu y" 
# —œ. 1 +ơo 
„ = | š 
Đồ thị của hàm số Lồi Lõm 


Vậy đồ thị của hàm số lồi trên khoảng (—œ ; 1) và lõm trên khoảng (1 ; +s). 


(Đồ thị không có điểm uốn vì hàm số 
không xác định tại điểm + = 1) (H.15). 


⁄⁄ ĐƯỜNG TIỆM CẬN 


I1- ĐƯỜNG TIỆM CẬN NGANG 


Â 1 
Cho hàm số 


= (H.16). 


= 


có đồ thị (C) 
Nêu nhận xét về khoảng cách từ y=-I 
điểm M( ; y) e (C) tới đường thẳng 
y=-—I Khi |x|—>+œ. 


Hình 16 
Ví đụ 1. Quan sát đồ thị (C) của hàm số 


#@= 1+2 (H1?) 
x 
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Nêu nhận xét về khoảng cách từ điểm M(x; y) e (C) tới đường thẳng y = 2 
khi |x|—>+ và các giới hạn 
lim [ƒ@) - 2], lim [ƒ(x) =2]. 

x->+eo x¬>—m 
Giải. Kí hiệu M, jM' lân lượt là các điểm thuộc (C) và đường thẳng y = 2 có 
cùng hoành độ x (H.17). Khi |xÌ càng lớn thì các điểm j, M' trên các đồ 
thị càng gần nhau. 
Ta có 


lim [ƒ(x)—2]= lim lÍ‡-›)-:| Thu =0: 
x->+œ 


x>+oL\xX 


Tương tự, lim [ƒ(x)—2]= 0. 
x—>—œ 


Hình 17 


CHÚ Ý 
Nếu lim #x)= lim ƒq)=ỉ,taviếtchunglà lim ƒ(x) =1. 
x->+© x—= x->‡ro 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số y = ƒ{x) xác định trên một khoảng vô hạn (là 
khoảng dạng (z ;+œ), (—œ ; b) hoặc (—œ ;+œ)). Đường 
thẳng y = yọ là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) 
của đồ thị hàm số y = ƒ{x) nếu ít nhất một trong các điều kiện 
sau được thoả mãn 


lim ƒ+)=yọ, lim ƒ) =y. 
x->+œ ° =—=.. 


Trong Ví dụ 1, đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đường hypebol 
y= = +2. 
x 


Ví dụ 2. Cho hàm số 
#8)=-=+l 


Ýx 


xác định trên khoảng (0 ; +œ). 


Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang y = l vì 


lim ƒ()= lim [ 


x->+œ A->+œ 


+). 


1I- ĐƯỜNG TIỆM CẬN ĐỨNG 
2 


Tính lim $°) và nêu nhận xét về khoảng cách M# khi x —› 0 (H.17). 
xo0\x 


ĐỊNH NGHĨA 


Đường thẳng x = xạ được gọi là đường tiệm cận đứng (hay tiệm 
cận đứng) của đồ thị hàm số y = ƒf+) nếu ít nhất một trong các 
điều kiện sau được thoả mãn 


lim ƒ@4)=+2, lim ƒŒ)==, 


x—>1J x10 
lim ƒ(x)=-œ, lim ƒ(x)= +. 
xx xa. 


Ví đụ 3. Tìm các tiệm cận đứng và ngang của đồ thị (C) của hàm số 


x1 


GiữU3VI: “18m5 3-0; QHoBB Hữu 2= va đán, đường thẳng 
x¬»-2+ +2 x¬›-2~x+2 


x =-2 là tiệm cận đứng của (C). 


29 
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x-] 


Vì lim = 1 nên đường thẳng 
x->‡eo X + 2 y\ 


y = I1 là tiệm cận ngang của (C). 
Đồ thị của hàm số được cho trên 
Hình 18. 


Hình 18 
_ ` 2x2 +xư+I 
Ví đụ 4. Tìm tiệm cận đứng của đồ thị hầm số y = =.=. 
SE 
CÔN ý (TH: CC S51 — vò tianÐ: lầu 2 S9e ven in 
2t 2x—3 sY 2x-3 
x35) :¬() 


đường thẳng x = ; là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã cho. 


Bởi tập 
Tìm các tiệm cận của đồ thị hàm số : 

Ạ —-x+7 
a)y=——;: b)y= : 
)z 2-2 = x+1 

2x—5 7 
dÝ/= ; đ)y=——1. 
)y ca )y = 
Tìm các tiệm cận đứng và ngang của đồ thị hàm số : 
2 
#+x+1 
HỶ= 
3-2x-5x 
Vx+1 
đ)y= Ẹ 


*z—1 


KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ 
VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 


I- SƠ ĐỒ KHẢO SÁT HÀM SỐ 
1. Tập xác định 
Tìm tập xác định của hàm số. 
2. Sự biến thiên 
s Xét chiều biến thiên của hàm số : 
+ Tính đạo hàm y' ; 
+ Tìm các điểm tại đó đạo hàm y' bằng 0 hoặc không xác định ; 
+ Xét dấu đạo hàm y' và suy ra chiều biến thiên của hàm số. 
* Tìm cực trị. 
* Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có). 
* Lập bảng biến thiên. (Ghi các kết quả tìm được vào bảng biến thiên). 
3. Đồ thị 
Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị. 
CHÚ Ý 
1. Nếu hàm số tuần hoàn với chu kì 7 thì chỉ cần khảo sát sự 
biến thiên và vẽ đồ thị trên một chu kì, sau đó tịnh tiến đồ thị 
Song song với trục Óx. 
2. Nên tính thêm toạ độ một số điểm, đặc biệt là toạ độ các 
giao điểm của đồ thị với các trục toạ độ. 
3. Nên lưu ý đến tính chắn, lẻ của hàm số và tính đối xứng của 
đồ thị để vẽ cho chính xác. 


Zi 


II - KHẢO SÁT MỘT SỐ HÀM ĐA THỨC VÀ HÀM PHÂN THỨC 


R 1 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số đã học 
y=avr+b, y=ai2+bx+e 
theo sơ đồ trên. 


1. Hàm sốy=ax +bx +cx+d(a#0) 


Ví dụ 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = xŸ + 3x” - 4. 
Giải 
1) Tập xác định : TR. 
2) Sự biến thiên 
* Chiều biến thiên 
y'=332 +6y = 3x(x +2); 


x=0e] 


x=-2 
BÉ 


Trên các khoảng (—œ ; 2) và (0 ; +œ), y' dương nên hàm số đồng biến. 
Trên khoảng (—2 ; 0), y' âm nên hàm số nghịch biến. 

s Cực trị 

Hàm số đạt cực đại tại x =~2 ; ycp = y(—2) = 0. 

Hàm số đạt cực tiểu tại x =0 ; ycr = y(0) = -4. 


s Các giới hạn tại vô cực 


* Bảng biến thiên 


x| —= -2 0 +œ 
y + 0 - 0 + 
0 +œ 
y» „.a _. ".ă 
—œ -4 
3) Đồ thị 


Ta cóx) +3x2— 4= (@x— 1x +2)2=0 


Vậy (—2 ; 0) và (1 ; 0) là các giao điểm của đồ thị với trục Øx. 

Vì y(0) = -4 nên (0 ; -4) là giao điểm của đồ thị với trục Øy. Điểm đó 
cũng là điểm cực tiểu của đồ thị. 

Đồ thị của hàm số được cho trên Hình 19. 
Lưu ý. Đồ thị của hàm số bậc ba đã cho có 
tâm đối xứng là điểm 7 (—1 ; -2) (H.19). 
Hoành độ của điểm 7 là nghiệm của 
phương trình y” = 0. 


¬ 


Hình I9 
ÂÑ 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = —xŸ + 3x” — 4. Nêu nhận xét về 
đồ thị của hàm số này với đồ thị của hàm số khảo sát trong Ví dụ 1. 
Ví dụ 2. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y =-x)+3x2 —-4x+ 2. 
Giải 
1) Tập xác định : ïR. 


55 
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2) Sự biến thiên 

s Chiều biến thiên 

Vìy' =—3xŸ +6x—4 =~3(x— L) - 1< 0 với mọi x elR, 

nên hàm số nghịch biến trên khoảng (—œ ; +œ). Hàm số không có cực trị. 
s Giới hạn tại vô cực 


: : 3 3g. 3% 2 
lim y lim |—x 1= nnNG =—œ, 
x->+œ x->+o # # x3 


+$-3)|=+°- 
z1 # 


lim y 


x->—œ x>—= 


II 
Ù 
" 
& 
đi 
I 
|o› 


* Bảng biến thiên 


x —œ +œ 


3) Đồ thị 


Đồ thị của hàm số cắt trục Óx tại điểm (1 ; 0), 
cắt trục Óy tại điểm (0 ; 2). 


Đồ thị của hàm số được cho trên Hình 20. 


Hình 20 


Dạng của đồ thị hàm số bậc ba y = øx` + bx? + ex + đ (z # 0) 


a>0 a<0 


Phương trình y W 
y=0 

có hai nghiệm ử 
phân biệt 


Phương trình 
y=0 
có nghiệm kép Ø 


Phương trình 
y=0 
vô nghiệm 


3 


bi 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y Sinh +x+1. 


Hàm số y = a3 + bx” + c (a # 0) 


Ví dụ 3. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = 
Giải 

1. Tập xác định : E. 

2. Sự biến thiên 

* Chiều biến thiên 


x=l 
y'=4x) — 4x = 4x@2 —1);y'=0 œ |x=-1 
x=0. 
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Trên các khoảng (-1 ; 0) và (1 ; +œ), y' > 0 nên hàm số đồng biến. 
Trên các khoảng (—œ ; —1) và (0 ; 1), y' < 0 nên hầm số nghịch biến. 
s Cực trị 

Hàm số đạt cực tiểu tại hai điểm x = —1 và z = I ; ycr = y(+1) =—4. 
Hàm số đạt cực đại tại điểm x =0 ; ycp = y(0) =—3. 

® Giới hạn tại vô cực 


* Bảng biến thiên 


# —œ ¬] 0 1 +œ 
y _ 0 + 0 _ 0 + 
+ —3 + 
: IS TT ai — ^ _= So 
3. Đồ thị 


Hàm số đã cho là hàm số chẵn, vì 
y(¬x) = (—w)— 2(—x)” — 3 

=ự -2x7—-3 y(Y). 
Do đó, đồ thị nhận trục Øy làm trục đối xứng. 
Đồ thị cất trục hoành tại các điểm (43 ;0) và 
(—3; 0), cắt trục tung tại điểm (0 ; -3) (H. 21). 
4 


Hình 21 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y=—x" +2x? +3. 
Bằng đồ thị, biện luận theo z số nghiệm của phương trình —x' +2x” +3= m. 
Ví dụ 4. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 

4 

X 2 


SG S42 
; 2 2 


Giải 
1. Tập xác định : E. 
2. Sự biến thiên 
s Chiều biến thiên 
y' =-2#Ÿ ~2x=—2x0Ÿ + 1); y' =0 œx =0, 
Trên khoảng (—œ ; 0), y' > 0 nên hàm số đồng biến. 
Trên khoảng (0 ; +œ), y' < 0 nên hàm số nghịch biến. 
s Cực trị 


Hàm số đạt cực đại tại x = 0, ycp = y(0) =ễ: 


Hàm số không có điểm cực tiểu. 
s Giới hạn tại vô cực 


* Bảng biến thiên 


x 0 +œ 
y + 0 = 
_ 
Sự PC s.Ý 2 . 
Lœ —œ 
3. Đồ thị 
Hàm số đã cho là hàm số chắn vì Ÿ 


4 
242 se 

5 (-x“ + 5 PS 

Do đó, đồ thị nhận trục Øy làm trục đối xứng. 


Mặt khác, y =0 © —xf - 2x” +3 =0 


cì4 


2 


y(_-x) =— + s (xì). 


¬ 
©-Q - 1Q +3) =0 x= +1. 


Đồ thị cắt trục hoành tại các điểm (~—l ; 0) và (1 ; 0), 
cắt trục tung tại điểm (o 3] (—.22). 


Hình 22 
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Dạng của đồ thị hàm số y = ax? + bx? +e (zz0) 


a>0 a<0 
y 
Phương trình 
y=0 
có ba nghiệm 
phân biệt O + 
y y 
Phương trình 
y=0 
có một # [23 # 
nghiệm 


Ñ: 
Lấy một ví dụ về hàm số dạng y= ax*+bx? + sao cho phương trình y' = 0 chỉ có 


một nghiệm. 
s ~ ax+b 
3. Hàm số y= (c # 0, ad — be # ()) 
cx+d 
; . `. ố..ẽ.ẽ ốc : —x+2 
Ví dụ 5. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hầm số y = GÌ” 
x 


Giải 

1. Tập xác định : R \ {-1). 

2. Sự biến thiên 

=f1dJ)-CG t2) =3. 
G+D? — @œ+1?` 


s Chiều biến thiên y' = 


y' không xác định khi x = —I ; y' luôn luôn âm với mọi x # —1. 
38 


Vậy hầm số nghịch biến trên các khoảng (—œ ; —1) và (—1 ; +œ). 


s Cực trị 


Hàm số đã cho không có cực trị. 


—x+2 
sTiệmcận lim y= lim ` =—œ ; 
x-L xo-I +x+l 
-x+2 
lim y= lim —Ÿ “=+œ. 
x¬- x¬-lt #+l 


Do đó, đường thẳng x = —l là tiệm cận đứng. 
-x+2_ 


lim y= lim 
>> A->lw xtÍ 


Vậy đường thẳng y = —l là tiệm cận ngang. 
* Bảng biến thiên 


De _—o ¬l 


=-I1. 


D =—] 


3. Đồ thị 
Đồ thị cắt trục tung tại điểm (0 ; 2) và 
cắt trục hoành tại điểm (2 ; 0) (H. 23). 
Lưu ý. Giao điểm của hai tiệm cận là 
tâm đối xứng của đồ thị. 


s ng Số =~ 


Hình 23 
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Ví dụ 6. Khảo sắt sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


`. —. : 
° 2x+l 

Giải 
1. Tập xác định : IR \ L} 
2. Sự biến thiên 
s Chiều biến thiên 

"=........ 

(2x+1)2 (2x+1# ` 


y' không xác định khi x = -5 h 


y' luôn luôn dương với mọi x # = 


Vậy hầm số đồng biến trên các khoảng (=: _ 3) và [-s: +e), 


2) 
s Cực trị 
Hàm số đã cho không có cực trị. 
s Tiệm cận 
Thi se. cốy Có ha ^ 
( ì ( nì 2x+l 
x>|—— x>|-— 
2) 
x—2 


Do đó, đường thẳng x = Sẽ là tiệm cận đứng. 


: ẽ... .. 
lim y= lim =—- 
x->‡œ x-‡o2x+l 2 


Vậy đường thẳng y = — là tiệm cận ngang. 


+ 
2 


* Bảng biến thiên 


: + 
—œ = œ 
° 5 
y + + 
+o dc 
y sờ `. 5 
2 —œ 
3. Đồ thị lỡ 
Đồ thị cắt trục tung tại điểm (0 ; -2) và 
cắt trục hoành tại điểm (2 ; 0) (H. 24). 
h bà =‡ 
= 


Hình 24 
Dạng của đô thị hàm số y = =— (ez 0, a4— be # 0) 
=a¡ä— be D=ad—bc<0 
Ð 2 y 
_ 
Ø 


4 


II - SỰ TƯƠNG GIAO CỦA CÁC ĐỒ THỊ 
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Â 


6 

Tìm toạ độ giao điểm của đồ thị hai hàm số 
y=a2+2x—3, 
v= A2—x+2. 


Giả sử hàm số y = f) có đồ thị là (C) và hàm số y = g@) có đồ thị là (C2). 
Để tìm hoành độ giao điểm của (C)) và (Ca), ta phải giải phương trình ƒQ+) = g(x). 
Giả sử phương trình trên có các nghiệm là xọ, xị. ... Khi đó, các giao điểm 
của (C¡) và (C;) là Mgg :/#Go)), MụŒ ;/@)), -..- 


Ví đụ 7. Chúng mình rằng đồ thị (C) của hàm số. 


_—=I 


x+l 
luôn luôn cắt đường thẳng (đ) : y =— x với mọi giá trị của m. 
Giải. (C) luôn cắt (4) nếu phương trình 


x—1 
=m-—a 1 
lược œ 
có nghiệm với mọi mm. 
Ta có 
x-l x—1=(x+l)(m - x) 
=m_—x<© 
x+1 x#-l 
sẻ x°+(2-m)x—m~—1=0 (2) 
x#-l. 


Xét phương trình (2), ta có A =m2 +8 >0 với mọi giá trị của m và x = —l 
không thoả mãn (2) nên phương trình luôn có hai nghiệm khác —1. Vậy (C) 
và (đ) luôn cắt nhau tại hai điểm. 
Ví dụ 8 
a) Vẽ đồ thị của hàm số 
y =x)+3x2— 2. 
b) Sử dụng đồ thị, biện luận theo tham số m số nghiệm của phương trình 
xÌ+3x2— 2=. @) 


Giải 
a) y =3) +Ốy; 
y=0©x=0,x=-2. 
Đồ thị có điểm cực đại là (_—2 ; 2) và điểm 
cực tiểu là (0 ; —2). 


Đồ thị của hàm số y = xÌ + 3x — 2 được 


biểu diễn trên Hình 25. 
b) Số nghiệm của phương trình (3) bằng số 
giao điểm của đồ thị hàm số y =xŸ + 3v” — 2 Hình 25 


và đường thẳng y = m. 


Dựa vào đồ thị, ta suy ra kết quả biện luận về số nghiệm của phương trình (3). 


mì > 2 : Phương trình (3) có một nghiệm. 

mì = 2 : Phương trình (3) có hai nghiệm. 

~2 <m <2: Phương trình (3) có ba nghiệm. 
mì =~2 : Phương trình (3) có hai nghiệm. 

mì < ~2 : Phương trình (3) có một nghiệm. 


Bởi tập 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số bậc ba sau : 
a) y=2+3x—xŸ; b)y=x )+4x”+4x: 
cẶy=x+x2+0x; đ) y=~2x! +5. 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số bậc bốn sau : 


a) y=—x +82 —1; b)y=x —242+2; 
9y= 2x tà cổ: dị 5 —- 2E — dậy 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số phân thức : 


x+3 1—2x =x+2 
a)y= b b)y= Ệ €)y= 5 
Jỹ ï Đi hen DĐ] 
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Bằng cách khảo sát hàm số. hãy tìm số nghiệm của các phương trình sau : 
a) x -3x2+5=0; b)-2x +3x2-2=0; c)2x2-x=-l. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 

y=-x)+3x +1. 
b) Dựa vào đồ thị (C). biện luận về số nghiệm của phương trình sau theo 
tham số m 

XÃ — 3y + m =0. 


mx — ] 


Cho hàm số y = 
2x+m 


a) Chứng minh rằng với mọi giá trị của tham số z, hàm số luôn đồng biến 
trên mỗi khoảng xác định của nó. 

b) Xác định zm để tiệm cận đứng của đồ thị đi qua A(-I: 42). 

c) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 2. 


Cho hàm số y = Su “ +m. 
4 2 


a) Với giá trị nào của tham số zn, đồ thị của hàm số đi qua điểm (—1; 1) ? 
b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m = 1. 
c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có tung độ bằng T 
Cho hàm số 
y=xŸ + (0m + 3) + 1— m (m là tham số) 
có đồ thị là (Cạ,). 
a) Xác định m để hàm số có điểm cực đại là x =1. 


b) Xác định m để đồ thị (C„) cắt trục hoành tại x = ~2. 
Cho hàm số 


iẾ ĐÔ 30D at SỐ) 
x-1 

có đồ thị là (G). 

a) Xác định m để đồ thị (G) đi qua điểm (0 ; 1). 

b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với ;m tìm được. 

e) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị trên tại giao điểm của nó với 

trục tung. 


7. 


Ôn tập chương I 


Phát biểu các điều kiện để hàm số đồng biến, nghịch biến. Tìm các khoảng 
đơn điệu của các hàm số 


y=—#`) +2x? - x—1, 


_=m 
BE ñ~#” 
Nêu cách tìm cực đại, cực tiểu của hàm số nhờ đạo hàm. Tìm các cực trị 
của hàm số 
y=xz?—2x2 +2. 
Nêu cách tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. Áp dụng 
để tìm các tiệm cận của đồ thị hàm số 
2x+3 
mẽ 
Nhắc lại sơ đồ khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 


Cho hàm số y = 2v” + 2mx + m — 1 có đồ thị là (C„„), m là tham số. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi z = 1. 
b) Xác định m để hàm số : 

1) Đồng biến trên khoảng (—1 ; +œ) ; 

10 Có cực trị trên khoảng (—1 ; +œ). 
c) Chứng minh rằng (C 
mọi 7n. 


) luôn cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt với 


m 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
#9) =—` +332+9x+2. 
b) Giải bất phương trình ƒ'(x — 1) >0. 
e) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ xụ, biết 
rằng ƒ"(xạ) = —6. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
y=# 8Ö wi. 
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10. 


11. 
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b) Dựa vào đồ thị (C). biện luận số nghiệm của phương trình sau theo 
XÃ ấy da 
3 
c) Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm cực đại và điểm cực tiểu của 
đồ thị (C). 
Cho hàm số 
ƒ@ =3 — 3m32 + 3(2m — 1)x + 1 (m là tham số). 
a) Xác định m để hàm số đồng biến trên tập xác định. 
b) Với giá trị nào của tham số zn, hàm số có một cực đại và một cực tiểu ? 
e) Xác định m để ƒ"(x) > 6x. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
3 


1x 2 
x)=—x”-3x“ +—: 
#œ) 5 5 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ là 
nghiệm của phương trình ƒ”(x) = 0. 
c) Biện luận theo tham số z số nghiệm của phương trình xt 6x2 +3 =m. 
Cho hàm số 
y=—YÝ +22 — 2m + 1 (m là tham số) 
có đồ thị là (C„„). 
a) Biện luận theo z số cực trị của hàm số. 
b) Với giá trị nào của zm thì (C„) cắt trục hoành ? 
c) Xác định z để (C„„) có cực đại, cực tiểu. 
a) Khảo sắt sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
x+3 
x+1 


b) Chứng minh rằng với mọi giá trị của z, đường thẳng y = 2x + z luôn 
cắt (C) tại hai điểm phân biệt M và W. 


c) Xác định zm sao cho độ dài MN là nhỏ nhất. 


đ) Tiếp tuyến tại một điểm § bất kì của (C) cắt hai tiệm cận của (C) tại P 
và Q. Chứng minh rằng ® là trung điểm của PQ. 


< 


12. Cho hàm số ƒ(x) = sz = . —4x+6. 


a) Giải phương trình ƒ'(sinx) = 0. 
b) Giải phương trình ƒ"(cos x) = 0. 


e) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại điểm có hoành 
độ là nghiệm của phương trình ƒ"(x) = 0. 


Bởi tập trắc nghiệm 
Chọn khẳng định đúng trong các bài sau đáy. 
1. Số điểm cực trị của hầm số y = _ =t#3 7 TẩU 
(A)1; (B)0; (Œ@3: (D)2. 


2. Số điểm cực đại của hàm số y = x' + 100 là: 


(A0; @®)1; (@2; (D)3. 
3. Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y = L—^ Jạ: 
l+x 
(A)1; (@®)2: (O3; (D)0. 
W THămkgỸ24=F— ¬ đông Biển trên; 
x+3 
(A)R; (@®) Cœ;3); (©O (3; +); (D) R\{-3). 


5. Tiếp tuyến tại điểm cực tiểu của đồ thị hàm số 
y= S32 — 2x2 +3x—5 


(A) Song song với đường thẳng x = l ; 
(B) Song song với trục hoành ; 
(©) Có hệ số góc dương ; 
(D) Có hệ số góc bằng —1. 
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chương 


HÀM SỐ LUỸ THỪA, HÀM SỐ MŨ VÀ 
HÀM SỐ LÔGARIT 


Luỹ thừa 

Hàm số luỹ thừa 

Lôgarit 

Hàm số mũ, hàm số lôgarit 
Phương trình mũ và lôgarit 
Bất phương trình mũ và lôgarit 


LUỸ THỪA 


I- KHÁI NIỆM LUỸ THỪA 
1. Luỹ thừa với số mũ nguyên 


lj 
2 3 
Tính (I,5# 3) ;WBÿ. 


Cho ø là một số nguyên dương. 


'Với a là số thực tuỳ ý, luỹ thừa bạc ? của z là tích của ? thừa số 


j euiloeg 


= 


n thừa số. 


Với a#0 


Trong biểu thức z'”, ta gọi z là cơ số, số nguyên z là số mũ. 
CHÚ Ý. 
0°và 0ˆ” không có nghĩa. 
Luỹ thừa với số mũ nguyên có các tính chất tương tự của luỹ 
thừa với số mũ nguyên dương. 
Ví đụ 1. Tính giá trị của biểu thức 


1 —10 1 -0 
A= B 327°+(0225?4 szz1(2) : 


Giải A26) 


Bi = 
Sa ng Ig =3+lI+4=8. 


= (z#0,a# +1). 
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Giải. Với a # Ö, a # +1, ta có 


B=|a/2q+a? )~25a|-—————— 


¿._nN 


cu 2+ a32J2 —2a2)- 5 


g.=g 


=a\2(2 - =VD. 


a(a” —1) 


2. Phương trình x” = 


Ầ: 
Dựa vào đề thị cửa các hàm số y= vŸ và y= x' (H 28, H 27), hãy hiện luận than b 


số nghiệm của các phương trình x° =b vàx” =. v 


Hình 26 Hình 27 


Đồ thị của hàm số y = x2t*Ủ có đạng tương tự đồ thị hàm số y = xŸ và đồ thị 
hàm số y = x”F có dạng tương tự đồ thị hàm số y = x'. Từ đó ta có kết 
quả biện luận số nghiệm của phương trình x” = ở như sau : 

a) Trường hợp ¡0 lẻ : 

Với mọi số thực b, phương trình có nghiệm duy nhất. 

b) Trường hợp zø chẵn : 

Với b <0, phương trình vô nghiệm ; 

Với b =0, phương trình có một nghiệm x = 0 ; 


Với b > 0, phương trình có hai nghiệm đối nhau. 
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3. Căn bậc ø 


Cho số nguyên dương ø, phương trình 


đưa đến hai bài toán ngược nhau : 

* Biết a, tính b. 

s Biết b, tính a. 

Bài toán thứ nhất là tính luỹ thừa của một số. Bài toán thứ hai dẫn đến 
khái niệm lấy căn của một số. 


a) Khái niệm 


Chẳng hạn, 2 và —2 là các căn bậc 4 của l6 ; - căn bậc 5 của “: 


Cho số thực ở và số nguyên dương 0 (w > 2). Số z được gọi là 


căn bậc ø của số b nếu a” = b. 


Từ định nghĩa và kết quả biện luận về số nghiệm của phương trình x” = b, 
ta CỐ : 
Với n lễ và b e I : Có duy nhất một can bậc ø của ở, kí hiệu là An. 
b <0: Không tồn tại căn bậc ø của b ; 
Với n chẵn và: b =0: Có một căn bậc ø của b là số 0 ; 
b >0: Có hai căn trái dấu, kí hiệu giá trị dương là #ƒb, 
còn giá trị âm là -ƒb.. 
b) Tính chất của căn bậc ø 


Từ định nghĩa ta có các tính chất sau : 


.. 
$h 


5 


tử a, khi n lẻ 
a"= 
|a|. khi ø chắn ; 


Â minh tính chất 4ƒ⁄a.‡fb =Áfab. 
Ví dụ 3. Rút gọn các biểu thức : 
a) Ÿ4.`8: b)Ä3/3. 
Giải 
a) JJ4.4-8 = |J-32 = NI =—2. 
säêV3 = (V3) = vã. 


4. Luỹ thừa với số mũ hữu tỉ 
Cho số thực z dương và số hữu tỈ r = có trong đó ” e Z, 
H 


n <Ñ, n>2. Luỹ thừa của z với số mũ r là số a” xác định bởi 


an =Ñla (z>0,n>2). 


Ví dụ 5. Rút gọn biểu thức 


Giải. Với x và y là những số dương, theo định nghĩa, ta có 
1 J 


_ XE). 
z.ưw% the 
x4+y4 


D 


Luỹ thừa với số mũ vô tỉ 
Ở lớp dưới, ta đã biết số 42 là một số vô tỉ được biểu diễn dưới dạng 
số thập phân vô hạn không tuần hoàn : 

4Í2 = 1,414 213 562... 
Gọi r„ là số hữu tỉ thành lập từ ø chữ số đâu tiên dùng để viết ⁄2ớ dạng 
thập phân, ø = l1, 2,.... 10. 
Sử dụng máy tính, ta tính được 3” tương ứng. Ta có bảng ghi các dãy số 
Œ„) và (3”) với n = 1, 2, ..., 10 như sau : 


n P 3‡n 

1 Ì 3 

2 |14 4.655 536 722 
3 |141 4,706 965 002 
4 |1414 4.727 695 035 
5 1,4142 4,728 733 93 
6 |141421 4,728 785 881 
7 |1414213 4.728 801 466 
8 |14142135  |4,728 804064 
hỘ, 1,414 213 56 4,728 804 376 
10 | 1414213 562 | 4,728 804 386 


Người ta chứng minh được rằng khi # —> + thì dãy số (3”) dần đến một 
giới hạn mà ta gọi là 2/2, 
Sử dụng máy tính bỏ túi (có mười chữ số thập phân), ta có 


3Ý? x 4.728 804 388. 


3 


Cho z là một số dương, ø là một số vô tỉ. Ta thừa nhận rằng luôn có một 
dãy số hữu tỉ („) có giới hạn là ø và dãy số tương ứng (đ'”) có giới hạn 
không phụ thuộc vào việc chọn dãy số (r„). 
Ta gọi giới hạn của dãy số (đ”) là luỹ thừa của z với số mũ ø, 
kí hiệu là z#. 
aZ =lim a” với ø =lim Tn 
n_>+œ n->+œ 


Chú ý. Từ định nghĩa, ta có lZ = 1 (ø e R). 


II - TÍNH CHẤT CỦA LUỸ THỪA VỚI SỐ MŨ THỰC 


®u 
Hãy nhắc lại các tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên dương. 
Luỹ thừa với số mũ thực có các tính chất tương tự luỹ thừa với số mũ 


nguyên dương. 
Cho a, b là những số thực dương ; ø, Ølà những số thực tuỳ ý. Khi đó, ta có : 


Nếu z > 1 thì aZ > z#khi và chỉ khi z> /. 


Nếu z < 1 thì aZ > aŸ khi và chỉ khi ø< /. 
Ví dụ 6. Rút gọn biểu thức 
a/7+1. lu 


————_— (a>0). 
(„5-2)°*? 


PB— 
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Giải. Với a > Ô, ta có 
AJj+Í+2— V7 
hố ——— 
a(J2-2)CÍ2+2) 


® 
663)” 


Rút gọn biểu thức BS XE (>0). 


Ví dụ 7. Không sử dụng máy tính, hãy so sánh các số CAO và ", 
Giải. Ta có 2AJ3 = V12, 32 = V§. 


Do 12 < 18 nên 25 < 342. 
Vì cơ số 5 lớn hơn 1 nên 52⁄5 < s32, 
lY 
3 


v§ 
So sánh các số BÌ và Bì 


Bởi tập 
1. Tính: 
an - 
a) 95.275; b) 1444 :94; 
1075 = _2 
c) [z) +0,25 2; đ) (0,04) LỄ — (0,125) 3. 


2. Choz, blà những số thực dương. Viết các biểu thức sau dưới dạng luỹ thừa 
với số mũ hữu tỈ : 


1 1 3 

a) a3.^Ja; b) b2. b3. p; 
4 1 

c) a3 :Ä|la; d) Äfb : b6. 


S5) 


3. Viết các số sau theo thứ tự tăng dần : 
-3 S† 1 
a) 195; 21; B : b) s°.|3] ;325. 
2 7 
4. Choz, b là những số thực dương. Rút gọn các biểu thức sau : 


4 1 2 l, 
Ji sản) b5 (b* - Ÿjp"1) 


b)—=————- 


li 3 Kì 23 
EET b3(§b - Ÿw-2) 
IIỆNG : J 1 1 1 
©) a3p 3—a 3b3 : 4) aâ[b + bề Na. 
Ÿ2? - #ƒb? Ña + Sp 
5. Chứng minh rằng : 
VÀ Quan, 


HÀM SỐ LUỸ THỪA 


X⁄ 


1~ KHÁI NIỆM 
ï Œ 
Ta đã biết các hàm số y = +“ (60 6Ñ”), y=—=xl,y=*x =x2 (x>0). 
X 


Bây giờ, ta xét hàm số y = x? với ølà số thực cho trước. 


[ Hàm số y = x2, với ø < R, được gọi là hàm số luỹ thừa. 


Chẳng hạn, các hàm số y = +, y= x”, y= 
là những hàm số luỹ thừa. 
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1 
lại Vẽ trên cùng một hệ trục toạ độ đồ thị của các hàm số sau và nêu nhận xét về tập 
1 
1 


xác định của chúng : y=x7, y=x2, y=x_ 
CHÚ Ý 
Tập xác định của hàm số luỹ thừa y = xZ tuỳ thuộc vào giá trị 


của øz. Cụ thể, 
Với ø nguyên dương, tập xác định là IR ; 
Với z nguyên âm hoặc bằng 0. tập xác định là IR \ {0}: 


Với øz không nguyên, tập xác định là (0 ; +œ). 


II - ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ LUỸ THỪA 


lớp 11, ta đã biết đạo hàm của các hàm số y= +” (neÑ,n>I) và 


= Ax là 


Ỏ 
y 


Một cách tổng quát, người ta chứng minh được hàm số luỹ thừa y = x” 


(z e R) có đạo hàm với mọi x > 0 và 


Ví dự 1 
Í SỈ _. : 
a) (x4 =3 4 “yẲŒ>0: b) (1) = vxÝ3~!œ > 0). 


2 
Â„ đạo hàm của các hàm số : 


se 
y=x 3, —- 
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Â' 


CHÚ Ý 


Công thức tính đạo hàm của hàm hợp đối với hàm số luỹ thừa 


có dạng 


1 „7 


lị): = gi “siết 


Ví dụ 2 


2 


1 


(sz 3# tổ] = -03ˆ +x-Ð 3x2?+x—1! 


Tính đạo hàm của hàm số y=(3xˆ -b, 


24x+1) — 


II - KHẢO SÁT HÀM SỐ LUỸ THỪA y= xZ 
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Tập xác định của hàm số luỹ thừa y = xZ luôn chứa khoảng (0 ; +œ) với 


mọi # e lR. Trong trường hợp tổng q 
khoảng này (gọi là tập khảo sát). 


y=x”,ø>0 


uát, ta khảo sát hàm số y = xZ trên 


y=x', ø<0 


1. Tập khảo sát : (0 ; +œ). 
2. Sự biến thiên 

)= ax#1> Ũ, Yx»0: 
Giới hạn đặc biệt : 


si bì : ø 
lu: # =Ú, lìm: X =:1@: 
x->0? x->+œ 


Tiệm cận : Không có. 


1. Tập khảo sát: (0; +). 
2. Sựbiến thiên 
w= ơx“!«< 0, Vx>0. 
Giới hạn đặc biệt : 
lim xŸ =+œ, lim xŸ =0. 

x->0? x->+œ 
Tiệm cận : 
“Trục Óx là tiệm cận ngang, 


Trục Óy là tiệm cận đứng của đồ thị. 


3. Bảng biến thiên 3. Bảng biến thiên 


0 +œ #\ |Ũ +ơo 
h Ã v = 
ẫi =m‹«. +œ y Hà 
0 0 
4. Đồ thị (H. 28 với ø > 0). 4. Đồ thị (H. 28 với øz < 0). 
+ 


œ>l 


0<œ<l 
=0 


œ<0 
A 


" 


Hình 28 


Đồ thị của hàm số luỹ thừa y = xZ luôn đi qua điểm (1 ; 1). 
Trên Hình 28 là đồ thị của hàm số luỹ thừa trên khoảng (0 ; +œ) ứng với 
các giá trị khác nhau của ø. 
CHÚ Ý 

Khi khảo sát hàm số luỹ thừa với số mũ cụ thể, ta phải xét 

hầm số đó trên toàn bộ tập xác định của nó. 
Dưới đây là dạng đô thị của ba hàm số :y = xŸ (H. 29a), y = x ”(H. 29b), 
y= x" (H.29c). 


"si: 


+ 
b) 9 


Hình 29 
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3 


Ví dụ 3. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y=x #. 
1. Tập xác định : D = (0; +œ). 
2. Sự biến thiên 
3 KN: 
Chiều biến thiên : y= =N đ, 
Ta có y' < 0 trên khoảng (0; +œ) nên hàm số đã cho nghịch biến. 


Tiệm cận : lim y=+œ, lim y=0. 
x->0† x->+œ 


3, 


Đồ thị có tiệm cận ngang là trục hoành và 
cố tiệm cận đứng là trục tung. 


Bảng biến thiên 
x 0 +œ 
bà = 
+œ 
: —=—=-- ũ 
3. Đồ thị (H.30). Hình 30 


Bảng tóm tát các tính chất của hàm số luỹ thừa y = xế trên khoảng (0 ; +œ) 


œ>0 œ<0 


Đạo hàm y'=ax2TL, y'=ax2—l, 


Chiều biến thiên | _ Hàm số luôn đồng biến. | Hàm số luôn nghịch biến. 


Tiệm cận ngang là trục Óx, 


Tộm cặn EHOHEICD: tiệm cận đứng là trục Óy. 
Đồ thị Đồ thị luôn đi qua điểm (1; 1). 
Bi tộp 
1. Tìm tập xác định của các hàm số : 
=4 S) 
3) y=(-x) $; b)y=(2-12)5; 
9y=G2-1)'; d)y= Q2 ~x~2)Ý, 


2. Tính đạo hàm của các hàm số : 
1 


2) y =2 —x+ ĐỀ b)y=(4-x~4+2)%; 
TL 
©y=(3x+1)2; 4)y=(5~x)Ÿ. 
3. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số : 
4 
dĨ 1Ð SaỔ ở b)y=x. 
4. Hãy so sánh các số sau với l : 
a) (4°; b) (0,2); 
9) (0772; q) (3)4. 


5... Hãy so sánh các cặp số sau : 


đi ng 8t ey [HUïI so l2 03 03, 
a) (3,1) '“ và (4,3) '“ ; b) mỊ và 1n: : ©) (0.3) “và (0,2) ” ; 


LÔGARIT 


I1~ KHÁI NIỆM LÔGARIT 


la$ 
Tìm x để : 


a)2' =8; b)2'=—; c)3* =§1; d) 5"=—. 
Cho số z dương, phương trình 
aZ=b 
đưa đến hai bài toán ngược nhau : 
* Biết ø, tính b. 
* Biết b, tính ø. 
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Bài toán thứ nhất là tính luỹ thừa với số mũ thực của một số. Bài toán thứ 
hai dẫn đến khái niệm lấy lôgarit của một số. Người ta chứng minh được 
rằng với hai số dương a, b, ø# 1, luôn tồn tại duy nhất số ø sao cho a' =b. 
1. Định nghĩa 
Cho hai số dương z, b với a # 1. Số ø thoả mãn đẳng thức 


a# = b được gọi là lôgarit cơ số ø của ở và kí hiệu là log„ b. 


ø =log„b  a” =b. 


Ví dụ 1 
Kẻ 
a) loga8 =3 vì 2 =8 ; b) Iogi9==2w (3Ì =9. 
B 3 
2 


: 1 
a) Tính log, 4, log —. 
) ME D7j 
3 
b) Có các số x, y nào để 3 =0, 2” =-3 hay không ? 


CHÚ Ý 
Không có lôgarit của số âm và số 0. 
2. Tính chất 


Cho hai số đương z và b, a # l. Ta có các tính chất sau đây. 


logạl =0, log„a = l, 


a'9aP = b, log (a#) = ơ. 


3 
lại Hãy chứng minh các tính chất trên. 
Ví dụ 2 


a) 321985 „ (slos› 5)” = 52 =25, 


1 -3 
b) logi 8 = logi (:) =-43. 
P5 2 
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) ` 
Dị ibzyU, 
logy~ 98s 
Tính +7) nễ 


25 


II - QUY TẮC TÍNH LÔGARIT 


là 
Gia 8 =9”, =2. 
Tính log; bị +log; b; ; logs (b¡b; ) và so sánh các kết quả. 


1. Lôgarit của một tích 


ĐỊNH LÍ1 


Cho ba số dương a, bị, bạ với a # Ì, ta có 


loga(bb¿) = loga bị + logạ bạ . 


Lôgarit của một tích bằng tổng các lôgarit. 
Chứng mình. Đặt øi = log„ bị, đa = log„ bạ, ta có 
øi + đ› = log„bị + loga bạ. q) 
Mặt khác, vì bị = a'!, bạ = a2, suy ra bịby = at 422 = a112, 
Do đó đi + øa = loga(bibà ). (2) 
Từ (1). (2) suy ra 
log„(bib) = logạ bị + log„ ba. " 
Ví dụ 3. Tính logs 9 + logs 4. 
Giải. logs 9 + loge 4 = logs(9.4) = logs 36 = 2. 
CHÚ Ý 
Định lí 1 có thể mở rộng cho tích của m số dương : 
logu(hbs...b„) = loga bị + logạ bạ +... + logx„ bạ 
(a, bị, bạ,.... b„ > 0, a # 1). 
63 


6 


- 1 3 
Tính log¡ 2+2log, Si 108, lế 


2 2 s 


2. Lôgarit của một thương 
7 


b : 2 
Cho bị = Đ, by =Ỷ. Tính log; bị —log2 bạ, log, 7 và so sánh các kết quả. 
» 


ĐỊNH LÍ 2 


Cho ba số dương 4, bị, bạ với a # Ì, ta có 


Ngàn = logz bị — loga bạ. 


Lôgarit của một thương bằng hiệu các lôgarit. 


Đặc biệt log, - =-log„b |(a>0,b>0, a# 1). 


Định lí 2 được chứng minh tương tự Định lí 1. 
Ví dụ 4. Tính log; 49 — log; 343. 


Giải. log; 49 — log; 343 = _ = logy2 =-log; 7 = -I. 


3. Lôgarit của một luỹ thừa 


ĐINH LÍ 3 


Cho hai số dương a, b ; ø# 1. Với mọi ø, ta có 


log„ bŸ = zlog„b. 


Lôgarit của một luỹ thừa bằng tích của số mũ với lôgarit của 
cơ số. 


Đặc biệt 
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Chứng mình. Đặt Ø = log„b thì b= aŸ. 
Do đó b“ =(a)“ = a5, 
Suy ra #8 = log„ b“hay ølog„ b = log„ bẼ. 


Ví dụ 5. Tính giá trị của các biểu thức : 
h 1 
a) logạ 47; b)logs 5 =S 2!ogsl5. 
Giải 
1 2 
nú TP. 2 
a) loga4! = logạ2! = 31082 2 = Sẽ 


b) logzx/3 = 2Iogsl5 = logBs 3- logs I5 


I 


v3 1 Sài 
= ke = l8 logs 5 2= X° 


II - ĐỔI CƠ SỐ 


8 
lai Choz=4,b=64, e=2. Tính log„b, log,ø, log,. 
Tìm một hệ thức liên hệ giữa ba kết quả thu được. 


Đặc biệt 


ĐỊNH LÍ4 


Cho ba số dương a, b, e với a # 1, e# l, ta có log„b = 


1 
logy a 


log„b = (b#1) 


log „ b= —o, b (z#0). 


log„ 
log„a` 
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Chứng mình. Theo tính chất của lôgarit và Định lí 3, ta có 
log„b = log„ (a!98a Sỹ = log„b.log„ a. 


Vì a # 1 nên log„øa # 0. Do đó 


log„b = q66 0 m 
log.a 
IV - VÍ DỤ ÁP DỤNG 
Ví dụ 6. Tính : 
lo, 2 
a) 2198415, b)3 s : 


Giải 
a) Ta có logx 15 = log„; 15 = i98; 15 = loga V15. 
Do đó 2198415 ~ 2l0gsVI5 ~ ,/15, 


=1 
b) Vì log¡ 2= log, 3 2= -_ [08.2 = loga2 3 = logs : 
27 3 


# 
] 
log ¡ 2 logy—— 
ñếu3 “7 <3 # 
#2 
Ví dụ 7. Cho ø = loga 20. Hãy tính logag 5 theo ø. 
Giải. Ta có 


ø = loga20= loga(27.5) = 2log¿ 2 + loga 5 = 2 + loga 5, 


Suy ra loga 5= ø- 2. 
Vậy logag 5 = G080) „v2 Si, 
log› 20 ữ 


Ví dụ 8. Rút gọn biểu thức 


1 
A = log¡ 7+ 2logo 49 - lo, =ẻ 
BỊ Bo S7 
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Giải. Ta có 
A=log 17+ 2log.› (7) —log ¡(7}) 
32 
= -loga 7 + 2loga 7+ 2loga 7 = 3loga 7. 
Ví dụ 9. So sánh các số log› 3 và logs 5. 
Giải. Đặt ø = loga3, Ø = logg 5. 
Tacó 2# =3 > 2lnên œ >1; 6 = 5< 6Ìlnên Ø <1. 
Suy ra ø>/. 
Vậy loga 3 > logạ 5. 


V - LÔGARIT THẬP PHÂN. LÔGARIT TỰ NHIÊN 


1. Lôgarit thập phân 
| Lôgarit thập phân là lôgarit cơ số 10. 
logiob thường được viết là logb hoặc lgb. 


2. Lôgarit tự nhiên 


n 
Người ta chứng minh được dãy số (u„)Với w„ = Í +2) có giới hạn là 
n 


một số vô tỈ và gọi giới hạn đó là e, 


mẹ 
e= lim Í + 3) 3 
Túc>+œ lì 
Một giá trị gần đúng của e là e ~ 2,718 281 828 459 045. 
| Lôgarit tự nhiên là lôgarit cơ số e. 
log„ b được viết là Inử. 
CHÚ Ý 
Muốn tính log„b, với a # 10 vàa # e, bằng máy tính bỏ túi, 
ta có thể sử dụng công thức đổi cơ số. 
Ø7 
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Chẳng hạn, 
logy3= J2EŠ x 1.584 962 501. 
log2 


logs0,8 = Đổ „ _0.203 114013. 
In3 
Bồi tộp 
Không sử dụng máy tính, hãy tính : 
a) lop gi b) logi 2; 
4 
c) logs 4/3: d) logo 0,125. 
Tính : 
a) 4|9823. b) 2719897. 
©) gl98/:2, đ) 4l9Es 2 
Rút gọn biểu thức : 


a)loga 6.logs 9.logs 2 ; b) logub” +log 2 bỂ. 
So sánh các cặp số sau : 
a) loga 5và log; 4 ; 
b) logo s 2 và logs 3 ; 
c) loga I0và logs 30. 
a) Cho z =logao 3, b = logao 5. Hãy tính logao 1350 theo a, b. 


b) Cho e = logis 3. Hãy tính logas l5 theo e. 


BẠN CÓ BIẾT 


AI ĐÃ PHÁT MINH RA LÔGARIT ? 


Nê-pe (John Napier) là nhà toán học Xcốt-len (Scofland). 
Ông sinh năm 1550 tại Me-ti-ston (Metiston-Castle), 
gần thành phố Ê-đin-bơc (Edinburgh) và tốt nghiệp 
trường Đại học Tổng hợp Ê-đin-bơc. 

Nêne là người phát minh ra lôgarit. Thuật ngữ "Lôgarit' do 
ông đề nghị xuất phát từ sự kết hợp hai từ Hi Lạp Aóyos (đọc 
là "logos" có nghĩa là số) và 'œptôu óc (đọc là "aritmos" có 
nghĩa là số). Trang toán học sổ, hình nhưng, lận nhifứng, 
được gọi là các fỶ số kép, bội ba,... Như vậy, đối với Nê-pe, từ 
Aóyos 'œpi 0uós có nghĩa là "số tỉ số". Lôgarit được Nê-pe J. Napier 
xem là số trợ giúp để tính số của hai số. (1550 - 1617) 


Trong tác phẩm "Mô tả bảng lôgarit kì diệu" (1614), Nê-pe đưa ra định nghĩa và 


các tính chất của lôgarit. Lôgarit mà Nê-pe xét có cơ số gần bằng s, 
z 


Thuật ngữ "Lôgarit tự nhiên" do Men-gô-li (P. Mengoli - 1659) và Men-ca-tơ 
(N. Mencator - 1668) đưa ra. Năm 1893, Prin-xêm (A. Pringshelm) đã kí hiệu 
lôgarit tự nhiên của số X bởi In N. Bởi vậy, việc gọi lôgarit tự nhiên là lôgarit Nê- 
pe không có cơ sở. Tuy nhiên, người ta vẫn thường gọi như vậy có lẽ là do đã 
gắn lôgarit tự nhiên với tên người thiết lập bảng lôgarit đầu tiên. 

Ngoài ra, Nê-pe còn là tác giả của một loạt các công thức dành cho việc giải các 
tam giác cầu, rất tiện lợi cho việc lấy lôgarit. 

Ngày 4-4-1617, Nê-pe qua đời tại quê hương ông. 
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HÀM SỐ MŨ. HÀM SỐ LÔGARIT 


“ÿ / 


I- HÀM SỐ MŨ 
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Ví dụ 1. Bài toán "lãi kép” 


Một người gửi số tiền 1 triệu đồng vào một ngân hàng với lãi suất 7Z/năm. 
Biết rằng nếu không rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi năm, số tiền lãi 
sẽ được nhập vào vốn ban đâu (người ta gọi đó là lãi kép). Hỏi người đó được 
lĩnh bao nhiêu tiền sau ø năm (ø Ñ”), nếu trong khoảng thời gian này 


không rút tiền ra và lãi suất không thay đổi ? 


Giải. Giả sử n > 2. Gọi số vốn ban đầu là P, lãi suất là r. Ta có P = I (triệu đồng), 


r=0.07. 
s Sau năm thứ nhất : 
Tiền lãilà T¡ = Pz = 1. 0,07 = 0,07 (triệu đồng). 
Số tiền được lĩnh (còn gọi là vốn tích luỹ) là 
h.=P+Tị =P+Pr = P( +r) = 1,07 (triệu đồng). 
® Sau năm thứ hai : 
Tiền lãilà 7; = Đz = 1,07. 0,07 = 0.0749 (triệu đồng). 
Vốn tích luỹ là P = Pị + T; = P, + Rz = Rd+r) 
= P(IL+r)Ÿ = (072 = 1.1449 (triệu đồng). 

* Tương tự, vốn tích luỹ sau z năm là 

„ = P + r)” = (L07)” (triệu đồng). 


Vậy sau ø năm, người đó được lĩnh (1,07)” triệu đồng. 


Ví dụ 2. Trong Vật lí, sự phân rã của các chất phóng xạ được biểu diễn 


bằng công thức 


so-(lÝ 


trong đó mạ là khối lượng chất phóng xạ ban đầu (tại thời điểm 7 =0), m() 
là khối lượng chất phóng xạ tại thời điểm ¿, 7 là chu kì bán rã (tức là 
khoảng thời gian để một nửa số nguyên tử của chất phóng xạ bị biến thành 
chất khác). 


Ví dụ 3. Dân số thế giới được ước tính theo công thức § = Ae"Í trong đó A 
là dân số của năm lấy làm mốc tính, § là dân số sau z năm, ¡ là tỉ lệ tăng 
dân số hàng năm. 


1 

Â+ biết năm 2003, Việt Nam có 80 902 400 người và f lệ tăng dân số là 1,47%. 
Hỏi năm 2010 Việt Nam sẽ có bao nhiêu người, nếu fỉ lệ tăng dân số hàng năm 
không đổi ? 


Những bài toán thực tế như trên đưa đến việc xét các hàm số có dạng y = đ”. 
1. Định nghĩa 


| Cho số thực dương ø khác 1. 


Hàm số y = aŸ được gọi là hàm số mũ cơ số a. 


2 
T.. các hàm số sau đây, hàm số nào là hàm số mũ ? Với cơ số bao nhiêu ? 
x 
a) y=(3)*; b)y= 53 ; c)y=x"; d) y=4*. 
2. Đạo hàm của hàm số mũ 


Ta thừa nhận công thức 


=1. q) 


ĐỊNH LÍ1 


Hàm số y = e” có đạo hàm tại mọi x và 


(c*)'= e*. 
Chứng mình. Giả sử Ax là số gia của x, ta có 
Ay= cxX+AY =zT= c*(c^* ch: 


Vú] 


Do đó 


Áp dụng (1), ta có 


Từ đó suy ra 


CHÚ Ý 
Công thức đạo hàm của hàm hợp đối với hàm số e” (w = w(x)) 
là (e“ =w'.e". 


ĐỊNH LÍ 2 


Hàm số y = aŸ (z >0, a # 1) có đạo hàm tại mọi x và 


(a*)'=a*lna. 


Chứng mình. Ta có 


Đặt „(x) = xInz, theo Chú ý trên, ta được 
(a*)' = (c*I84)' = ¿*lf4( rịng)' = a* Ina. " 
CHÚ Ý 


Đối với hàm hợp y = a"Œ), ta có 


(a“)'=a“lina.'. 


z 3 .. s X”++L s4 à 3 
Ví dụ 4. Hàm số y = § có đạo hàm là 


ĐẾN số; Si hà ờc 
y'=8Ÿ †*#*(12 + x + ))'In8 = 8Ý ***Í(2x + I)In8. 


3. Khảo sát hàm số mũ y = øY (z>0,z#1) 


y=a',a>1 


y=a*,0<a<l 


1. Tập xác định : TR. 
2. Sự biến thiên 
bu a*inz>0, Vx. 


Giới hạn đặc biệt 


lim aÝ=0, lim 4Ÿ = +ø. 
x->~œ x->+œ 
Tiệm cặn : 


Trục ÓØx là tiệm cận ngang. 
3. Bảng biến thiên 


1. Tập xác định : IR. 
2. Sự biến thiên 


y'=a lna <0, Vụ. 


Giới hạn đặc biệt : 
lim aŸ=+œ, lim ` =0. 
x->—œ x->+œ 
Tiệm cặn : 


Trục Óx là tiệm cận ngang. 
3. Bảng biến thiên 


x |—œ 0 1 + X |—œ 0 Új +œ 
1É + + + y ` = “ 
3 a „+9 y |+œ 
.. ` 
a 
0 0 


Hình 31 


4. Đồ thị (H.32) 


y=a*#(0<a<l1) 


Hình 32 
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Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số mũ y = aŸ (a > Ú,a# 1) 


Tập xác định (—œ ; +o). 
Đạo hàm y'=a*lna. 
a> 1: hàm số luôn đồng biến ; 


Chiều biến thiên , S4 8 896 
0< <1: hàm số luôn nghịch biến. 


Tiệm cận trục Óx là tiệm cận ngang. 


đi qua các điểm (0 ; 1) và (1 ; z), nằm phía 
trên trục hoành 


(y=a ` >0,VxeR). 


Đồ thị 


II - HÀM SỐ LÔGARIT 
1. Định nghĩa 
| Cho số thực dương z khác 1. 


Hàm số y = log„x được gọi là hàm số lôgarif cơ số a. 


Ví dụ 5. Các hầm số y = loga x, y = logq x, y = lop /s *,y =lnx, y= logx 
4 


là những hầm số lôgarit với cơ số lần lượt là 3, nh 45, e và 10. 


2. Đạo hàm của hàm số lôgarit 


Ta có định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 3 


Hàm số y = log„x (z >0, ø # 1) có đạo hàm tại mọi x > 0 và 


đog,x)'=——. 
xina 


Đặc biệt (dnx)'= = 


" 


74 


3. 


CHÚ Ý 


Đối với hàm hợp y = log„ (+), ta có 


Ví dụ 6. Hàm số y = loga(2x + 1) có đạo hàm là 


y' = qog;(2x + I))' = 


3 


(2x+1)' 2 


(2x+l)in2  (2x+l1)In2` 


Tìm đạo hàm của hàm số y ==In(x+1+ x2). 


Khảo sát hàm số lôgarit y = log„x (ø > 0, ø# 1) 


y=logzux, >1 


y=logrx,0<z<l 


1. Tập xác định : (0 ; +2). 
2. Sự biến thiên 
1 


xina 


>Ú, Vx%0. 


Giới hạn đặc biệt : 
lim logạx =—øœ, 
x0 


lim log„x = +. 
x->+œ 


Tiệm cận : 
Trục Óy là tiệm cận đứng. 
3. Bảng biến thiên 


1. Tập xác định : (0 ; +œ). 


2. Sự biến thiên 
ñ ] 
y= <0, Vx>0. 
xlna 
Giới hạn đặc biệt : 
lim log„x = +œ, 
x->0Ÿ 


lim log,x = =ø. 
x->+œ 


Tiệm cận : 
Trục Óy là tiệm cận đứng. 
3. Bảng biến thiên 


&' |: 1 4a +œ x0 a 1 +œ 
„ + + + # bại > =ẽ 
# +œ y |+o—l 
_ ‹“ l 
-` (0 '—œ 


T5 


4. Đồ thị (H.33) 4. Đồ thị (H.34) 


y =logax 
(0<a<1) 


(>1) 
Hình 33 Hình 34 


Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số y = log„x (z > 0, ø # 1) 


Tập xác định (0; +œ). 


1 
Đạo hàm y= ụ 
xina 


>1: hàm số luôn đồng biến ; 
0<a< 1]: hàm số luôn nghịch biến. 
Tiệm cận trục Øy là tiệm cận đứng. 


Chiều biến thiên 


đi qua các điểm (1 ; 0) và (z ; 1) ; nằm phía 


G3ấi) bên phải trục tung. 


Dưới đây là đồ thị của các hàm số : 


IM 
j.= logi x, y= () (H.35); y= log +3, (H36). 


Hình 35 Hình 36 
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4 
lại Nêu nhận xét về mối liên hệ giữa đồ thị của các hàm số trên Hình 35 và Hình 36. 
NHẬN XÉT 
Đồ thị của các hàm số y = đÏ và y = log,x (4> 0,ø # 1) đối 
xứng với nhau qua đường thẳng y = x. 


Bảng đạo hàm của các hàm số luỹ thừa, mũ, lôgarit 


Hàm sơ cấp Hàm hợp ( = z(x)) 


œ2)! = ax# T1 (ty = au#~lLụ' 


(VE) = ĐT 


(e)'=e* te) = e4" 
(a")'=a*lna (a")' = a“.Ina.u' 
1 ñ 
(In|x|)' =— (Inlul)' = — 
+ La 
log„ |xÌ)' = log„lul)}'=——— 
(og,ll)'=—— (logalil)'=—— 
Bởi tập 
1. Vẽ đồ thị của các hàm số : 
» 
Le #P ¿ b)y=|—]- 
a)y )y ( 3) 
2. Tính đạo hàm của các hàm số : 
a)y=2xef'+3sin2x; b)y=5x2—27cosx ; ÿy 
Sà 
3. Tìm tập xác định của các hàm số : 
a) y = loga(5 — 2x); b) y = loga(+” — 2x); 
©) y =logi(x” — 4x +3); 
_ - -x* 
5 


W 


4. 


§. 


Vẽ đồ thị của các hàm số : 

a) y = logx; b)y =logi x. 
2 

Tính đạo hàm của các hàm số : 


a)y = 3x7 —Inx + 4sinx ; 
b)y = log(+2 + x +) ; 


_ logsx 
Ă 


c)y 


PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ 
PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


1~ PHƯƠNG TRÌNH MŨ 
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Bài toán 

Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 8,4%/năm và lãi hàng năm được nhập 
vào vốn. Hỏi sau bao nhiêu năm người đó thu được gấp đôi số tiền ban đầu ? 
Giải. Gọi số tiền gửi ban đầu là P. Sau ø năm, số tiền thu được là 


Py = P(1 +0,084)” = P(1,084)”. 
Để P„ = 2P thì phải có (1,084)” = 2. 
Do đó n =]OoBiog 2 = 8.59. 


Vì „ là số tự nhiên nên ta chọn ø = 9. 

Vậy muốn thu được gấp đôi số tiền ban đâu, người đó phải gửi 9 năm. 

* Những bài toán thực tế như trên đưa đến việc giải các phương trình có chứa 
ẩn số ở số mũ của luỹ thừa. Ta gọi đó là các phương trình mĩ. 


sã 
Chẳng hạn, các phương trình 3 = §, (:) = = +3 =0 là những phương 
3ì 


trình mũ. 


1. Phương trình mũ cơ bản 


Để giải phương trình trên, ta sử dụng định nghĩa lôgarit. 


Phương trình mũ cơ bản có dạng 


a* =b(a>(0,a#1). 


Với b>0, ta có a” = b © x = logạb. 

Với b < 0, phương trình vô nghiệm. 

Minh hoạ bằng đồ thị 

Hoành độ giao điểm của đồ thị hai hàm số y = aŸ và y = b là nghiệm của 
phương trình z`Ÿ = b. 

Số nghiệm của phương trình là số giao điểm của hai đồ thị. 

Rõ ràng, nếu b < 0 thì hai đồ thị không cắt nhau nên phương trình vô nghiệm. 


Nếu b >0 ta có hai đồ thị trên các hình 37 và 38. Trên mỗi hình, hai đồ thị 
luôn cắt nhau tại một điểm nên phương trình có nghiệm duy nhất. 


,» 
J4” ụ 
(>1) 
TS 
[ y=b 
h y=a#(0<a<1) 
Ì 
log„b * * 

Hình 37 Hình 38 


Kết luận 


Phương trình aŸÏ = b(a >0, a # l) 


b>0 có nghiệm duy nhất x = log„ ở. 


b<0 vô nghiệm. 
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Ví dụ 1. Giải phương trình 22*~Í + 4**l = 5, 


Giải. Đưa vế trái về cùng cơ số 4, ta được 


-4*+4.4* = 5 hay 4" = ¬ 


= 


Vậy x = logx S 


2. Cách giải một số phương trình mũ đơn giản 


Người ta thường sử dụng các phương pháp sau để giải một số phương trình mũ. 
a) Dưa về cùng cơ số 
Ñ\ 
Giải phương trình 6”''3=1 bằng cách đưa về dạng ø“*) =z? và giải phương 
trình A(x) = B(vy). 
2 x+l 
Ví dụ 2. Giải phương trình (1,5) "*~” = B : 


s. : 4 2uấi 
Giải. Đưa hai vế về cùng cơ số Du được 


E kê tia 
2 2 
Do đồ 5x-— 7 =—x—  © x =l1. 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 1. 
b) Đặt ẩn phụ 
Ví dụ 3. Giải phương trình 

9'~4.3'—-45=0. 
Giải. Đặt r = 3Ÿ, ¡ > 0, ta có phương trình 

f —4i— 45 =0. 

Giải phương trình bậc hai này, ta được hai nghiệm í¡ = 9, 7; = —5. 
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Chỉ có nghiệm ¡¡ = 9 thoả mãn điều kiện z > 0. 


Do đó 3* = 9. Vậy x= 2. 
2 


Giải phương trình sa +5.5" =250 bằng cách đặt ẩn phụ ¿= 5”. 

€©) Lôgarit hoá 

Ví dụ 4. Giải phương trình 3Ý2) =1. 

Giải. Lấy lôgarit hai vế với cơ số 3 (còn gọi là lôgarit hoá), ta được 
logsG*.2”) = logy1 ©> logs 3 + logy 2” =0. 


Từ đó ta có 
x+ x° logs 2 = 0© x(1 + xlogs 2) = 0. 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 


xị =ŨVà x¿ =— =-logạ 3. 


logs 2 


II - PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


Phương trình lôgarit là phương trình có chứa ẩn số trong 
biểu thức dưới dấu lôgarit. 


Chẳng hạn, các phương trình 
logi x = 4 và log‡ x— 2log¿+x +1 =0 
2 
đều là phương trình lôgarit. 
1. Phương trình lôgarit cơ bản 
3 


Tính x, biết log;x =e- 


8l 


2: 


Â 


Phương trình lôgarit cơ bản có dạng 
logạx=b(z>0,a# 1). 


“Theo định nghĩa lôgarit, ta có 


log„x=b @ x= đ”. 


Minh hoạ bằng đồ thị 
Vẽ đồ thị hàm số y = log„x và đường thẳng y = b trên cùng một hệ trục 
toạ độ (H. 39 và H. 40). 


y =logax y=log„x 
(>1) (0<a<1) 
Hình 39 Hình 40 


Trong cả hai trường hợp, ta đều thấy đồ thị của các hàm số y = log„x và 
đường thẳng y = b luôn cắt nhau tại một điểm với mọi b e E. 


KẾT LUẬN 


Phương trình log„x =b (z >0, a # I) luôn có nghiệm duy 


nhất x = a” với mọi b. 


Cách giải một số phương trình lôgarit đơn giản 

Người ta thường sử dụng các phương pháp sau để giải một số phương trình 
lôgarit. 

a) Đưa về cùng cơ số 

4 

Cho phương trình log x+ logạ x= 6. Hãy đưa các lôgarit ở vế trái về cùng cơ số. 


Ví dụ 5. Giải phương trình loga x + loge x + loga; x = 11. 
Giải. Đưa các số hạng ở vế trái về cùng cơ số 3, ta được 


logs x + log.› x+ log.s œ:= TT 
1 1 
© logsx #02 + 3!98 x=1l ©logsx =6. 
Vậy x = 36 = 729. 


b) Đặt ẩn phụ 


R 5 
Giải phương trình log2 x-3log; x+2=0 bằng cách đặt ẩn phụ :=log;x. 


Ví dụ 6. Giải phương trình 


1 2 
——+———= 
5-logx lI+logx 


Giải. Điêu kiện của phương trình là x > 0, logx # 5và logx # -1. 


Đặt ¡ = logx ( # 5, ? # —l), ta được phương trình 


Từ đó ta có phương trình 
1+f+25-?)=(S-)\(1+?) 


€©®-f+11=-Ê + 4+5 ©@ ? — 9+6 =U. 
Giải phương trình bậc hai theo , ta được hai nghiệm í = 2, í; = 3 đều 
thoả mãn điều kiện / # 5, 7 # —l. 
Vậy logxị =2, logx; = 3 nên xị = 100, +; = 1000. 
Ầ D 
Giải phương trình log, x+log2 „=2. 
2 
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©) Mũ hoá 
Ví dụ 7. Giải phương trình loga(5— 2") = 2 — x. 


Điều kiện của phương trình là 5— 2Ý > 0. 
Giải. Theo định nghĩa, phương trình đã cho tương đương với phương trình 


2loga(G~2") _ 22—x. 


(Phép biến đối này thường được gọi là mũ hoá). Từ đó ta có 


Đặt í = 2Ý (r > 0), ta có phương trình bậc hai 2 —5¡+4 =0 với hai nghiệm 
dương ? = I,?= 4. Vậy nghiệm của phương trình đã cho là x =0, x = 2. 


Bởi tập 

Giải các phương trình mũ : 
iM 

a) (0,3)? =1; b) (;) =25; 
cị 29-392 TA, d) (0,5)**7,(0,5)!-2X = 2, 
Giải các phương trình mũ : 
a) 32*-Ì + 32* = 108; H2 ¿22 1¡ 22 =28/ 
c) 64*—§”—56 =0; d) 3.4Ý— 26 = 9 , 


Giải các phương trình lôgarit : 

a) loga(Sx + 3) = loga(7x + 5); 

b) log(x — 1) — log(2x — 11) = log2; 
c) loga(x - 5) + loga(x + 2) = 3; 


đ) log(x” - 6x + 7) = log(x — 3). 


4. — Giải các phương trình lôgarit : 
ðj G2 Ý xe: sjiiloe 5E logcb: 
ĐÀ ¬X 
b) 2log6° —4x—1) = log8x — log4x; 


€) log gx+ 4logx x + logg x = 13. 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ 
BẤT PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


I- BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ 
1. Bất phương trình mũ cơ bản 


Bất phương trình mũ cơ bản có dạng aŸ >b (hoặc 4Ÿ >b, 


a* <b, a*“ <b)vớia>0,az 1. 


Ta xét bất phương trình dạngz* > b. 

* Nếu b < 0, tập nghiệm của bất phương trình là vì z” >0 > b, Vx eIR. 
* Nếu b > 0 thì bất phương trình tương đương với ø* > z!98zP, 
'Với a > 1, nghiệm của bất phương trình là x > logx„ø. 

Với 0<z< 1, nghiệm của bất phương trình là x < log„b. 
Ví dụ 1 

a) 3Ï >81€©x>loga8l©x> 4; 


# 
5(5] >32 ©x<logi 32 ©x<-5. 
. 2 
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2. 
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Minh hoạ bằng đô thị 

Vẽ đồ thị hàm số y = aŸ và đường thẳng 
y =b trên cùng một hệ trục toạ độ. 

Trong trường hợp z > 1 ta nhận thấy : 

* Nếu b<0 thì aŸ > b với mọi x. 


» Nếu b>0thì aŸ > b với x > log„b (H.41). 


Hình 41 


Trường hợp 0 < a < l, ta có : 
* Nếu b<0 thì aŸ > b với mọi x. 


» Nếu b > 0 thì a*>b với 
x < log„b (H. 42). 


Ủ'= 


y=a#(0<a<l1) 


Hình 42 


Kết luận. Tập nghiệm của bất phương trình a” > b được cho trong bảng sau : 


Tập nghiệm 
a>l 0<z<l 
b<0 R R 


aY>b 


b>0 (logzb; + œ) (CS; logạ b) 


Hãy lận hẳng tirng tự cho các hất nhưng trình 2Ÿ >h, 2Ÿ <h, 2Ý <b 
Bất phương trình mũ đơn giản 


Dưới đây là một số ví dụ về bất phương trình mũ đơn giản. 
Ví dụ 2. Giải bất phương trình 3  ~X < 9. 
Giải. Bất phương trình đã cho có thể viết ở dạng 


2 
3ˆ”; 


Vì cơ số 3 lớn hơn 1 nên xŸ - x < 2. 

Đây là bất phương trình bậc hai quen thuộc. Giải bất phương trình này, ta 
được —l < x< 2. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là khoảng (—1 ; 2). 


Ví dụ 3. Giải bất phương trình 4* - 2.52* < 10". 
Giải. Chia hai vế của bất phương trình cho 10”, ta được 
3 # 
fj¬+ 
hì 3 
2w 
Đặt /= () (>0), ta có bất phương trình 


2 
¡4fbay £ ==2 sũ 
t t 


Giải bất phương trình này với điều kiện ¡ > 0, ta được 0< £ < 2. Do đó 


x 
0< (‡) <2. 
Sỹ 


Vì cơ số Š nhỏ hơn 1 nên x > logạ 2. 
$ 
Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là(log¿ 2 ; +œ) . 
5 


Ñ¿ 
Giải bất phương trình 2* +2*~3<0. 


II - BẤT PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 


1. Bất phương trình lôgarit cơ bản 


Xét bất phương trình log„ x > b. 


Bất phương trình lôgarit cơ bản có dạng log„x >b (hoặc 


logux > b, log„x < b, log„x < b) với a>0, a z 1. 


§7 


Â 


§8 


Trường hợp z > I1, ta có 
log„x > b @ x> aP, 
Trường hợp 0 < z < ], ta có 
log,x>b<»0<x<aP. 
Ví dụ 4 


a)loga x >7 © x >2” œ x >128. 
LỆ 1 
Điegt x> 3 e0 << (2Ì H025 RẾ  ° 
Đ 
Minh hoạ bằng đồ thị 


'Vẽ đồ thị hàm số y = log„ x và đường thẳng y = b trên cùng một hệ trục toạ độ 
(H.43, H. 44). 


y=logzx 
(0<a<l1) 


Hình 43 Hình 44 
Quan sát đồ thị, ta thấy : 


Trường hợp ø > 1: log„x > bkhi và chỉ khi x > a”. 


Trường hợp 0< ø< 1: log„x > bkhi và chỉ khi 0 < x < 4”. 


Kết luận : Nghiệm của bất phương trình log„ x > b được cho trong bảng sau : 


logux >b | a>l 0<a<l 


Nghiệm | x>a? 0<x<a&? 


3 
Hãy lập bảng tương tự cho các bất phương trình log x>b, log,x<b, log„x<b. 


2. Bất phương trình lôgarit đơn giản 
Ta xét một số ví dụ về bất phương trình lôgarit đơn giản. 
Ví dụ 5. Giải bất phương trình logo s(5x + 10) < logo s(x2 +6x+8). 
Giải. Điều kiện của bất phương trình đã cho là 
5x+10>0 x2 
© Ä& x>-2: 
x2+6x+8>0 x<~4 hoặc x >~2 


Vì cơ số 0,5 bé hơn 1 nên với điều kiện đó, bất phương trình đã cho tương 
đương với bất phương trình 5x + 10 > xŸ + 6x + 8 


©x?+x-2<0€©-2<x<l. 


Kết hợp với điều kiện, ta được tập nghiệm của bất phương trình đã cho là 
khoảng (—2; 1). 
Ví dụ 6. Giải bất phương trình loga(x — 3) + loga(x— 2) < l. 
Giải. Điều kiện của bất phương trình là x > 3. Khi đó, bất phương trình đã 
cho tương đương với 

loga[(x — 3)(x — 2)] < loga 2. 
Vì cơ số 2 lớn hơn 1 nên(x - 3)(x - 2) < 2. 


Giải bất phương trình này, ta tìm được 1 < x < 4. Kết hợp với điều kiện x > 3, 
ta được nghiệm của bất phương trình đã cho là 3 < x < 4. 


4 
Â bất phương trình log; (2x +3) > log; (3x +). 


2 2 
Bởi tập 
1. Giải các bất phương trình mũ : 
2x2-3x 
a) 2-x +âx <4; b) B 3 sÃ 
9 ñ) 
c) 3*12 +3*~! <28; đ)4*—3.27+2 >0. 


§9 


=8 m 


Giải các bất phương trình lôgarit : 


a) logg(4— 2x) > 2; b) logq (3x — 5) > log (x + ]) ; 
5 5 
€) logo,2 x — logs(x — 2) < logo 2 3 ; d)logf x—5logax+6<0. 


Ôn tập chương II 


Hãy nêu các tính chất của luỹ thừa với số mũ thực. 

Hãy nêu các tính chất của hàm số luỹ thừa. 

Hãy nêu các tính chất của hàm số mũ và hàm số lôgarit. 
Tìm tập xác định của các hàm số : 


1 x—1 
a)y= Š b) y=lo ; 
)y SẺ 3 DIỆP IUEC S5 
©) y=logYx“ -x—12; đ) y= V25 -5*. 


Biết 4" +4 * = 23. Hãy tính 2* + 2 *, 
Cho log„b = 3, log„e = —2. Hãy tính logạx với : 


43, 
a) x=a 4c: b) „.ấ 
ẻ 
Giải các phương trình : 
d) 4220.319213 = S4. 3 Eồ. b) 25” —6.5”+5=0; 
c) 4.99* +12 —-3.16” =0; đ) logz(x — 1)log; x = log; x ; 
cỹ Togax24ilbe›Sx⁄a2log: xe=il: ŠI0g 2 Sì Toss, 
B3 CÁ gịx =6; 8) log——T =logx. 
3 
Giải các bất phương trình : 
a) 272712252 22-2 >Ả4B b) (0,4) - (2,5) > L5; 


c) loga b @@ˆ—~ BỊ E<0i t2 4®) logi› x~ 5lOgBp2 x < ~6. 
3 


Bồi tập trắc nghiệm 


Tập xác định của hàm số y = logT— “Ty: 
—# 
(A)Cœ;DU(2;+ø) ; (Œ)(1;2); 
(@ RVI]; (D) RV11;:2). 
Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau : 
(A) Inx>0<>x >1; (B) logạx<0«€©0<x<1; 


(© logq a > logị†b©a>b>0; (D) logia=logi b>a=b>0. 
3 3 2 3 


Cho hàm số ƒ(+) = In(4x— x2). Chọn khẳng định đúng trong các khẳng 
định sau : 


(A)/@) =1; (Œ®)ƒ(2 =0; 
(G/ƒ (5) =1,2; (D)ƒt-1) =-1,2. 
Cho hàm số g(+x) = log (x2 — 5x+ 7). Nghiệm của bất phương trình 
3) 

ø(+) >0 là: 
(A)x>3: (B) x< 2 hoặc x > 3 ; 
(Œ)2<x+<3: (D)x<2. 
Trong các hàm số : 

ƒŒ@) =In——: g(*) = l N, h(9 = In n 

sinx COS+X 
hầm số nào có đạo hàm là 2 
COS+X 
(A2): @®) ø@) ; ( h@) ; (D) g(v) và h(). 
Số nghiệm của phương trình 22* ~7**Š = 1 là; 
(A00; ®)1; (2; ()3. 
Nghiệm của phương trình 10!98 = 8x + 5 là : 
1 Đj T7 

A)0; B) —; @-;: D)—. 
(A) ®) 2 (@ § ( lề 
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NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN VÀ ỨNG DỤNG 


Nguyên hàm 
Tích phân 
Ứng dụng của tích phân trong hình học 


NGUYÊN HÀM 


I- NGUYÊN HÀM VÀ TÍNH CHẤT 


1. Nguyên hàm 


1 
Â Tìm hàm số F(›) sao cho Ƒ '+) = /x) nếu : 
1 % ( x ?) 
với xe|=~;—|. 
cos”x 22 


Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa khoảng của IR. 


a) fu) = 3x` với x e (—e ; +œ) ; b) ƒ(+)= 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số ƒtx) xác định trên K. 
Hàầm số F(+) được gọi là nguyên hàm của hàm số ƒ{x) trên K 
nếu # {(x) = ƒfx) với mọi x e K. 
Ví dụ 1 
a) Hàm số F(x) = xŸ là một nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = 2x trên 
khoảng (—œ ; +œ) vì Ƒ '(v) = œ3 =2v, Vx € (—œ ; +œ). 
b) Hàm số F(y) = Iny là một nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = = trên 


khoảng (0 ; +œ) vì # '(+x) = (nx)' ~„ Vx € (0; +œ). 


2 
Â Hãy tìm thêm những nguyên hàm khác của các hàm số nêu trong Ví dụ 1. 
ĐỊNH LÍ1 


Nếu F(+) là một nguyên hàm của hàm số ƒf+) trên K thì 
với mỗi hằng số C, hàm số G() = F(x) + C cũng là một 
nguyên hàm của ƒtx) trên K.. 


A 3 
Hãy chứng minh Định lí 1. 
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2) 
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ĐỊNH LÍ 2 


Nếu F( là một nguyên hàm của hàm số ƒt+) trên Kthì 
mọi nguyên hàm của #+) trên K đều có dạng F(+x) + Œ, với 
C là một hằng số. 


Chứng mình. Giả sử G(x) cũng là một nguyên hàm của ƒfv) trên Ấ, tức là 
Ớ() =ƒ(v), x e K. Khi đó 
(GŒœ) - F(@))' =ữ() - F '+) = Ñ+) - Ñ+) = 0.x e K. 

Vậy G(v) — F(v) là một hàm số không đổi trên K. Ta có 

G@) - F&) =C => G() = F(@) +C,x e K. " 
Hai định lí trên cho thấy : 
Nếu F(y) là một nguyên hàm của hàm số ƒ+) trên K thì F(v) + Œ, C<lR 
là họ tất cả các nguyên hàm của ƒ(x) trên K. Kí hiệu 


[Z)& =F(@œ)+C- 
CHÚ Ý 
Biểu thức ƒ(x)dv chính là vi phân của nguyên hàm Ƒ(+) của 
ƒŒœ), vì đF() =F '+)dx =ƒ@) dx. 
Ví dụ 2 


a) Với x € (—œ ; +œ), [>xw =xz?+C; 
b) Với s e (0; +œ), [Sd»=Ins+C: 

©) Với ? e (œ ; +oœ), [eoser = sin/ + Œ. 
Tính chất của nguyên hàm 


TÍNH CHẤT 1 


Tính chất này được suy trực tiếp từ định nghĩa nguyên hàm. 
Ví dụ sau đây minh hoạ cho tính chất đó. 


Ví dụ 3. [(€osx)rd = [Csnx)dx = eosx + €. 
TÍNH CHẤT 2 


[ưcð& = kÍ ƒ()dx (# là hằng số khác 0). 


Chứng mình. Gọi F(x) là một nguyên hàm của lƒ+), ta có 
##@) =FQ) Œ®) 

Vì kz#0nên ƒ(x) = + 6) = (tre) : 

Từ đó, theo tính chất 1 ta có 

k[Z( x)dy = IỆ Fe) ax= t( trú + 4) = F(x) + kC¡ (C e R) 


= F(x) +C€ (vì C¡ tuỳ ý thuộc R và k0 nên € = kC| 
tuỳ ý thuộc IR) 


= Ỉ Coáy (do (9). m 
TÍNH CHẤT 3 


LÍ) z9]dr = [7@áx+ [zœáx 


4 
Â» chứng minh Tính chất 3. 


Ví dụ 4. Tìm nguyên hàm của hàm số ƒ(+x) = 3sinx + = trên khoảng (0 ; +). 
x 


Giải. Với x e (0;+œ), ta có 
2 
[sn++ 3)» 3[sinsdx+ 2ƒ“ dy = —3cos x + 2lnx + €. 
Ẳ 
3. Sự tồn tại nguyên hàm 


Ta thừa nhận định lí dưới đây. 
ĐỊNH LÍ 3 


Mọi hàm số ƒfx) liên tục trên K đều có nguyên hàm trên K. 


Ví dụ 5 


Ihô 


a) Hàm số ƒ(x) = x3 có nguyên hàm trên khoảng (0 ; +œ) và 
2 5 
T cT 
lạ dx = Ev +€. 


1 
SỜ có nguyên hàm trên từng khoảng (kz ; (k + l)m) 
Sin“ x 


b) Hàm số g(x) = 


(ke Z) và 


1 
[——&=-cwtx+C. 
sin“ x 


Bảng nguyên hàm của một số hàm số thường gặp 


4. 

R ÿ 
Lập bảng theo mẫu dưới đây rồi dùng bảng đạo hàm trang 77 và trong SGK Đại số 
và Giải tích 11 để điển các hàm số thích hợp vào cột bên phải. 


#@) #)+€ 


a*lna (a>0,a# 1) 


C€OSY 


—sinx 
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Từ bảng các đạo hàm. ta có bảng nguyên hàm sau đây. 


„ 
[a*a = “ — +C(a>0,a#1) 


Ina 


[eoxdx =sinx+ CC 


[sinxdx = -c0sx + C 


1 
Í—Tw=tmx+€C 
COS“ X 
1 : 
Íƒ—-wr=-eotx+C 


Ví dụ 6. Tính : 


a) t# + vịt trên khoảng (0; +œ) ; 


b) Ỉ (3cosx— 3*~)dy trên khoảng (—øœ ; +œ). 


Giải 
a) Với x e (0; +œ) ta có 


Í[>° + ự]* = 2ƒ x “dư + [xu 


b) Với x € œ ¡ +e) ta có 


d 
¬... +C = x2 + 3Ÿ +, 


[(Geosx -3*~hdy= 3ƒ cosxdx — 3Í 3*dy 


x 


x1 


= 3snx= TT + C= 3sinx = ` s +C. 


3In3 
CHÚ Ý 


In" 


Từ đây, yêu cầu tìm nguyên hàm của một hàm số được hiểu là 
tìm nguyên hầm trên từng khoảng xác định của nó. 
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II - PHƯƠNG PHÁP TÍNH NGUYÊN HÀM 
1. Phương pháp đổi biến số 


Ầ 6 
a) Cho[(x—I)”dx . Đặt w= x— 1, hãy viết (x—1)!dy theo ø vả du. 


b) Cho = Đặt x=e', hãy viết ÌĐŠ dy theo r và di. 
x x 


ĐỊNH LÍ1 


Nếu [70)ảu = F(0) + C Và u = u(x) là hàm số có đạo hàm 


liên tục thì 


Ĩ ƒ0)}w'(x)dx = F(9) + €. 


Chứng mình. Theo công thức đạo hàm của hàm hợp, ta có 
(Fứ(2+))' = F'004'(3). 
Vì F'(w) =ƒu ) = u@)) nên (F@(+)))' = ƒ((x))w (3). " 
Như vậy, công thức [7du = F(ur) + CÐ đúng khi w là biến số độc lập thì 
cũng đúng khi w là một hàm số của biến số độc lập x. 
HỆ QUÁ 


Với w = ax + b (a # 0). ta có 


Ĩ ƒ(ax + b)dx = Suy +b)+C. 
L8 


Ví dụ 7. Tính [ sin3x ~ Ddx. 
Giải. Vì [sinudu = —cosw + Œ_ nên theo hệ quả ta có 
[sinx ~ 1)dy = ~5eos(8x =ïTf:Œ 
CHÚ Ý 
Nếu tính nguyên hàm theo biến mới w (w = u(+)) thì sau khi 


tính nguyên hàm, ta phải trở lại biến x ban đầu bằng cách thay 
u bởi ú(x). 


98 


Ví dự 8. Tính [ út. 
@œ+ÐẺ 
Giải. Đặt ¡ = x + T thì ¡` = 1 và “— dừ được viết thành “ KẾ Khi đó, 
(x+l) HQ 
nguyên hàm cần tính trở thành 
— l- Ìà = Ít du — [m du = == =.. 
ụựt Hồ 5i La 4 H 
Thay ø = x + 1 vào kết quả, ta được 
Í——=sw= : s1 : -;]*£ 
(œ+1) (Œ6x+1?.\4zx+1 3 
2. Phương pháp tính nguyên hàm từng phần 
7 
Ta có (xcos x)"=€0sx— xsin x 
hay —xsin x= (x€osx)' —COS +. 
Hãy tính [&esa)'dx và Í[cossds. Từ đó tính [xsinae. 
ĐỊNH LÍ 2 
Nếu hai hàm số w = ¡(v) và v = v(x) có đạo hàm liên tục 
trên Ấ thì 


[zG@w'œ) = u(x)v(x) — jmG)yGdx. 


Chứng mình. Từ công thức đạo hàm của tích 
(u(x)(+))' = w'(x)v(x) + wx)v'(x) 


hay 9V (2) = (H(x)(3))” — H'(x)v@3), 

ta có [mGb'Codx =[(wœ)v())'dx ~[w'()w()dx. 

Vậy [mGy'G0dx = u(x)v(x) — [~@y»G)dx " 
CHÚ Ý 


Vì v'(x)dx = dv, ø'(x)dx = du, nên đẳng thức trên còn được 


viết ở dạng 


Đó là công thức tính nguyên hàm từng phần. 


Â 
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Ví dụ 9. Tính 
a) jxe&: b) [xeosadx: ©) [maai. 
Giải 
a) Đặt w = x và dy = eŸdx, ta có du = dx và y = e*. Do đó 
jxe 4 =uxeŸT— je' =xe" -eTï +. 
b) Đặt  =x và dyw = cosvdx, ta được đự = dx và w = sinx. Vậy 
[xeosxdx = xsinx— [snxdx 


hay [xeosxdx = xsinx + cosx + C. 


€) Đặt  = lnx, dy = dv, ta có dự = He Và y=x. Do đó 
* 


[mxdx= xÌnx— ị& =xlÌnx-x+Œ. 
8 


Cho P(›) là đa thức của x. Từ Ví dụ 9, hãy lập bảng theo mẫu dưới đây rồi điền „ và 
dy thích hợp vào ô trống theo phương pháp tính nguyên hàm từng phần. 


[Pcoeax [P(0esasdx ƒP@nadx 
L Pœ) 
dy e dy 
Bởi tập 


Trong các cặp hàm số dưới đây, hàm số nào là một nguyên hàm của hàm 
Số còn lại ? 


b2 X 


a)e ” và —e *; b) sin2x và sinˆx ; 


2 
s(I -?) e* và ( _ 3)“ 
x x 


Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 


a) +) = 


x+Xx+l, 2-1. 
—==—: 


#r c°P 


) 


: TT. đ)ƒ(x) = sin5x.cos3x ; 
Sin“.x.€OS“x 


e) vu) = tan x ; 8)/ƒŒ@) = «2z : 


1 
d+x)q-2x)` 


3. Sử dụng phương pháp đổi biến số, hãy tính : 


h)#x) = 


a) jịa — +)? dx (đặt w =1— x) ; 
EŠ 
b) jxq +12) dx (đặt „=1+ x7); 
©)[cos°+ sinxdx (đặt ( = c0sx) ; 
——— (đặt = e* + 1). 
ecT+eT+2 
4... Sử dụng phương pháp tính nguyên hàm từng phần, hãy tính : 
a) jxzmq +x)dyv; b) je@ +2x—l)eŸdy; 


©) [xsin(2x + dv; đ® [Œ—3)eosxdr. 


TÍCH PHÂN 


“Ø) 


I- KHÁI NIỆM TÍCH PHÂN 

1. Diện tích hình thang cong 

Ñ¿ 
Kí hiệu 7 là hình thang vuông giới hạn bởi đường thẳng y = 2x + 1, trục hoành và hai 
đường thẳng x = 1, x=¿(I < ¡< 5) (H.45). 


1. Tính diện tích ‹# của hình 7 khi : = 5 (H.46). 
2. Tính diện tích S() của hình 7 khi ¿ e [I1 ; 5]. 


101 


102 


Hình 45 Hình 46 
3. Chứng minh rằng #() là một nguyên hàm của ƒ) = 2 + 1, ¿ e [1 ; 5] và diện tích 
ở =5(5) - 5(). 
Cho hàm số y = ƒ(+) liên tục, không đổi dấu trên đoạn [z ; b]. Hình phẳng 
giới hạn bởi đồ thị của hàm số y = ƒ(x). trục hoành và hai đường thẳng x = z, 
x =b được gọi là hình thang cong (H. 47a). 
Ở lớp dưới, ta đã biết cách tính diện tích hình chữ nhật, hình tam giác. Bây 
giờ, ta xét bài toán tính diện tích hình phẳng D giới hạn bởi một đường, 
cong kín bất kì (H. 47b). 


2) b) 
Hình 47 
Bằng cách kẻ các đường thẳng song song với các trục toạ độ, ta chia D 
thành những hình nhỏ là những hình thang cong (H.47a). Bài toán trên 
được đưa vẻ tính diện tích của hình thang cong. 


Ví dụ I. Tính diện tích hình thang cong giới hạn bởi đường cong y = +, 
trục hoành và các đường thẳng x = 0, x = I. 
Giải. Với mỗi x e [0 ; 1] gọi Š(+) là điện tích của phần hình thang cong đã 


cho nằm giữa hai đường thẳng vuông góc với trục Øx tại điểm có hoành độ 0 
và x (H. 48). 


Hình 48 Hình 49 


Ta chứng minh 


8Œ) = v2,ve[0;1]. 
Thật vậy, với h > 0, x + h < 1, kí hiệu S„ypg và Sa;ygz lần lượt là diện 
tích các hình chữ nhật WPQ và MNEF (H.49), ta có 
Swpo Š S(Œx + h) ~ SG) < Sựygr 
hay 
là < §(x + h)— S1) < h(x + h)Ể. 
Vậy 
ọ<S,:h-SU sự < 2xh + hẦ. 
Với h <0, x + h >0. tính toán tương tự, ta được 


§Œ +) T~§Œ) _ 2 


2xh + hˆ < ï x° <0. 


Tóm lại với mọi j # 0, ta có 
Š(x + h) — §(x) 


-z14 2x|h|+ JỀ. 
h 


Suy ra 
Š'(v) = lim sŒx+ h5) _ x?,xe(0;1). 
h0 h 


Ta cũng chứng minh được 8'(0) =0, §'{) = 1. 


Do đó, Š(v) là một nguyên hàm của hàm số ƒ(+) = +” trên đoạn [0; 1]. 
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2. 


Ã 
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XS) 


Mặt khác trên đoạn đó, F(x) = 3 


by cũng là một nguyên hàm của ƒ(+x) 


3 
§q) =T— +ŒCeR. 


Từ giả thiết S(0) = 0, suy ra € =0. Vậy 


3 
# 
5Œ) = sa 


Thay x = 1 vào đẳng thức trên, ta có diện tích của hình cần tìm là (1) = T 


Bây giờ, ta xét bài toán tìm điên tích hình thang cong bất kì. 

Cho hình thang cong giới hạn bởi các đường thẳng x = a, x = b (a < b), 
trục hoành và đường cong y = ƒfx), trong đó ƒtx) là hàm số liên tục, không 
âm trên đoạn [z ; b]. 

Với mỗi x e [z ; b], kí hiệu Š(x) là điện tích 
của phần hình thang cong đó nằm giữa hai 
đường thẳng vuông góc với Óx lần lượt tại z 
và + (H.50). 

Ta cũng chứng minh được Š(x) là một 
nguyên hàm của ƒ{x) trên đoạn [z ; b]. 


Giả sử F(+) cũng là một nguyên hàm của ƒ+) thì 
có một hằng số Œ sao cho Š(x) = F(š) + Œ. 


Hình S0 


Vì §(a) = 0 nên Ƒ(a) + € =0 hay € = -F(4). 

Vậy §(x) = F(x) — F(a). 

Thay x = b vào đắng thức trên, ta có diện tích của hình thang cần tìm là 
%(b) = F0) - F(a). 


Định nghĩa tích phân 

v4 

Giả sử ƒ(+) là hàm số liên tục trên đoạn [z ; b], F(+) và Go) là hai nguyên hàm của 
#+). Chứng minh rằng Z() — F(a) = G(b) — G(4), (tức là hiệu số F() — F(a) không 
phụ thuộc việc chọn nguyên hàm). 


Cho ƒx) là hàm số liên tục trên đoạn [z : b]. Giả sử F(+) là 
một nguyên hàm của ƒx) trên đoạn [z ; b]. 


Hiệu số F(0) — F(a) được gọi là tích phân từ a đến ? (hay tích 
phân xác định trên đoạn [z ; b]) của hàm số ƒ{+), kí hiệu là 

b 

[z@)&. 

ạ 


Ta còn dùng kí hiệu F(+)|Ö' để chỉ hiệu số F(2) ~ F(a). 


b 
Vậy | [ƒG)dx = FG)Ì2 = F@) = F(a). 


°b 
Ta gọi Ỉ là dấu tích phân, a là cận dưới. b là cận trên, ƒ(x)dx 
ạa 
là biểu thức dưới dấu tích phân và ƒ(x) là hàm số dưới dấu 
tích phân. 


CHÚ Ý 
Trong trường hợp z = b hoặc z > b, ta quy ước 
a b a 
Ĩ ƒŒœ)dx =0; Ĩ ƒ(x)dx = -Ï ƒ()dx. 
a 4a b 
Ví dụ 2 
2 y2 


3 
1) [2xdy = [| =2 


= = 
I —lỞ=4-1=3; 
1 


Là 
2[=d ° mị| =Ine-InI=1~0=1. 
I 


NHẬN XÉT 


b 
a) Tích phân của hàm số ƒ từ z đến b có thể kí hiệu bởi [Z@0x 


a 
b 
hay [f0M:. Tích phân đó chỉ phụ thuộc vào ƒ và các cận z, b 


LÃ 
mà không phụ thuộc vào biến số x hay ¿. 
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b) Ý nghĩa hình học của tích phân. Nếu hầm số ƒ{x) liên tục và 


b 
không âm trên đoạn [z ; b], thì tích phân [z@& là diện tích 
aạ 
8 của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị của ƒx), trục ÓØx và 
hai đường thẳng x = a, x = b (H.47a). Vậy 


II - TÍNH CHẤT CỦA TÍCH PHÂN 


TÍNH CHẤT 1 


b b 
Í #()dx = k[ ƒ@)dx (# là hằng số). 
ạ a 


TÍNH CHẤT 2 


b b b 
[Ư@)+#@)Át = [ƒG)4x + [sG0áx 
LrÍ Lrl ạ 


3 
Ä Hãy chứng minh các tính chất 1 và 2. 


4 
Ví dụ 3. Tính Ỉ (2 +3⁄4š)d. 
tị 


Giải. Ta có 

4 4 41 
[GŸ +3x)dx = [x”dv + 3[x2dv 
ủ, 1 1 


3 
4 Ki 
+ HỘ 
1 S) 


4 ĐI, 
= +22°~I)=35. 
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TÍNH CHẤT 3 


b ø b 
Ỉ ƒ()dx = j ƒ(x)dx + Ĩ ƒ()dv (a<e<b). 
a a E 


Chứng mình. Giả sử F(v) là một nguyên hàm của ƒx) trên đoạn [z ; b]. Khi 
đó, F(v) cũng là một nguyên hàm của ƒf+x) trên mỗi đoạn [z ; c] và [c ; b]. Do 
đó, ta có 


e b 
j ƒ(x)dx + Ỉ ƒ(@œ)dy = (F()— F(a)) + (F@) - F(e)) 


a lể 


b 
=FƑ(@) - F(a) = ƒ ƒ(0ảk. m 
a 


2m 
Ví dụ 4. Tính Ỉ A1~ cos2xdx. 
0 


Giải. Ta có 
2x 2. 2m 
ƒ I—eos2xdx = [ 1|2sin? x dy = 12 [ binaldr. 
0 0 0 
w lim zỈ ˆ SH BỀN 0<x<zr 
—sin x, nếu  < x < 27 
nên 


21m TL 21 
ƒ ÍL~ cos2xdy = đÍ binx]dy + Í keo] 
0 0 Là 


-đÍÏ Sinxdy — [am 


0 ® 


=⁄2[- cosx)|o + (€osx)| TÌz AJ2. 
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IH - PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 


1. Phương pháp đổi biến số 
4 


1 
Cho tích phân 7= Ï (2x+1)ˆdx. 
0 
1. Tính 7 bằng cách khai triển (2x+ 1). 
2. Đặt „=2a+1. Biến đổi biểu thức (2x+1)?dx thành g()dư. 
u() 
3. Tính Ỉ ø)du và so sánh kết quả với 7 trong câu 1. 
1(0) 


Tương tự phương pháp đổi biến số trong việc tính nguyên hàm, ta có định lí 
sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Cho hàm số ƒfx) liên tục trên đoạn [z : b]. Giả sử hàm số 
x =ø(¡) có đạo hàm liên tục trên đoạn [ø ; Ø JỞ sao cho 
ø(ø) = a,0(Ø) = b và a< ø(†)<b với mọi t e[ø; Ø]. 


Khi đó 
b 8 
[7Z@0dx= [7(@0))ø'0d: 
a 2 
PS 
Ví dụ 5. Tính xử. 
0 l+x 


T3. - TL H3 Bề xả) 
Giải. Đặt x = tanf, —— < 1< S. 'Ta cố x'() = 


V: 
COS“”f 


Khi x= 0 thì r =0, khi x = 1 thì = ni 


Các giả thiết của định lí trên được thoả mãn. Do đó 
TL 


z s 
1 4 4 

l 1 đ 
| zửz= | 215 AE RE) =j&=2. 
pli+x gl+tan“? co“ ọ 4 


(*) Nếu Ø< z, ta xét đoạn [Ø; #]. 
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CHÚ Ý 
Trong nhiều trường hợp ta còn sử dụng phép đổi biến số ở 
đạng sau : 
b 
Cho hàm số ƒ{x) liên tục trên đoạn [a ; b]. Để tính [ ƒ(1)dx, 
ạa 


đôi khi ta chọn hàm số w = (+) làm biến số mới, trong đó trên 
đoạn [øz ; b], w(x) có đạo hàm liên tục và w(x) e[ø ; đ]. 


Giả sử có thể viết 

ƒ(x) = gú(*))w'(x).x e [a; b], 
với g(u) liên tục trên đoạn [ø : đị. 
Khi đó, ta có 


u(b) 
[fo= ƒ sứ)du. 
a u(4) 


® 


2 
Ví dụ 6. Tính [sinxeos xdv. 
Giải. Đặt ¡ = sinv. Ta có w` = cOS x. 
Khix = 0 H40) =0, Khí + = 2 đu 2 ]=1, 
Vậy 


1 
Ẹ 1 
sin”xcosxdy = l = SK 
0 


e—.-In 


1 


Ví dụ 7. Tính Ỉ ——. 
ạ+432Ÿ 


Giải. Đặt u = 1 + x2, ta có „` = 2x, (0) = 1, u(1) = 2 nên 


HỆ 2 

x Hới 1 3Ð. „ TỂ Í 3 
————w=~Í——du =-—.—[ =-—|>-1|=—. 
TT sa mm" lộ 16 
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2. Phương pháp tính tích phân từng phần 
Ñ: 
a) Hãy tính j{&+bew bằng phương pháp tính nguyên hàm từng phần. 
' 
b) Từ đó tính Ỉ (œ+De*dv. 
0 
Tương tự phương pháp tính nguyên hàm từng phần, ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Nếu ú = ¿(x) và y = v(+) là hai hàm số có đạo hàm liên tục 
trên đoạn [z ; b] thì 


b b b 
[mew'Gœ)dx = œx»G9)| -_ [~G»@œ)dx 
a ạa 


b b 
hay [ma» =in|D - [ydm 


a a 


kã 
HÀ 

Ví dụ 8. Tính Ỉ xsin xdy. 
0 


Giải. Đặt u = x và dy = sinxdx, ta có dụ = dx và y= —cosx. Do đó 


Kc 

2 
xsinxdv = (—xcOsx) ly [eosxdy 

0 


=—sla 


TL TL 
B » 
=(—x€OS+x) Tu (sin x) 0 =0+1=l. 
bài kÃ 
Ví dự 9. Tính [—  dy. 
# 


1 
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dx, ta có dự = đậy Vày = —.. đó 
x x 


Giải. Đặt ú = Inx vàdy = 


BẠN CÓ BIẾT 


NIU-TƠN (I.NEWTON) 


Niư-tơn là nhà toán học, vật lí học, cơ học và thiên văn học 
vĩ đại người Anh. 

Sinh ra thiếu tháng, Niu-tơn là một đứa trẻ yếu ớt. Lớn 
lên Niu-tơn cũng không phải là u bé khoẻ mạnh. Cậu 
thường phải tránh những trò chơi hiếu động của đám bạn bè 
cùng lứa tuổi. Thay vào đó, cậu tự sáng chế ra những trò 
chơi cho riêng mình, qua đó cũng thấy được tài năng thực 
nghiệm của Niu-tơn sớm được bộc lộ. Khi thì cậu làm ra 
những đồ chơi cơ học, như chiếc đồng hồ bằng gỗ chạy 
được, khi thì cậu sáng chế ra chiếc cối xay gió, bên trong để 
một con chuột đóng vai trò người thợ xay. Có lần vào ban 1. Newion 

đêm Niu-tơn đã thả chiếc diều mang đèn lồng chiếu sáng, (1643 - 1727) 
khiến cho dân làng hoảng sợ. Và ngay từ lúc nhỏ, Niu-tơn đã rất chịu khó đọc sách và 
ghi chép cẩn thận những điều lí thú mà cậu đọc được trong sách. 

Năm 1661, 18 tuổi, Niu-tơn vào học tại tường Đại học Cam-brit (Cambridge). Từ đó 
Niu-tơn thực sự quan tâm đến khoa học. Thầy dạy toán của Niu-tơn thừa nhận 
cậu sinh viên xuất sắc đã vượt mình và năm 1669 ông nhường chức vụ giáo sư 
cho người học trò lỗi lạc ấy. Niu-tơn giữ chức này cho đến năm 1701. 


Cống hiến lớn lao của Niu-tơn đối với toán học là đồng thời và độc lập với Lai-bơnit 
(G. Leibniz), ông đã sáng lập ra phép tính vi phân và tích phân. Ngay từ những năm 
1665 — 1666, lúc 22, 23 tuổi, Niu-tơn đã xây dựng cơ sở của phép tính này mà 
ông gọi là "phương pháp thông lượng", và ông đã áp dụng phương pháp đó để 
giải những bài toán về Cơ học. 

Niu-tơn và Lai-bơ-nit đều phát hiện ra mối liên hệ sâu sắc giữa tích phân và 
nguyên hàm. Lịch sử Toán học cho thấy khái niệm tích phân đã xuất hiện độc lập 
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với đạo hàm và nguyên hàm. Do đó, việc thiết lập mối liên hệ giữa tích phân với 
nguyên hàm là một phát minh của Niu-tơn và Lai-bơ-nit. 

Niu-tơn đã có những phát minh cơ bản về dãy vô hạn. Đặc biệt, ông mở rộng 
định lí, nay gọi là "định lí nhị thức Niu-tơn" cho trường hợp số mũ là một số thực 
tuỳ ý. 

Niu-tơn còn có những cống hiến lớn lao trong các lĩnh vực Đại số, Hình học, Cơ 
học và Vật lí. Ông đã phát minh ra định luật vĩ đại về vạn vật hấp dẫn. 


Tính các tích phân sau : 


L3 
s 

Ÿú - x?dx: b) [s(" = xÌe: 
0 


—»I— 


a) 

_U 

5 

#2 5 
Sộ J bon suy đ) [x(œx+ Dˆdx: 
' yng Hit Xd 

3 

Đc 

: 2 
= 8) Í sin3xcos5adv. 

¡(Œ+]) „ 

k = 
Tính các tích phân sau : 

TL 

t 3 
#) [|I~ aldx; b) [sim xdv; 

9 0 

In2 2x+l # 
© Ỉ ` = đv; đ) [sim2xcos”xdr. 

: 
0 E 0 


Sử dụng phương pháp đổi biến số, hãy tính : 


3 
a) Ỉ 
P1 + x)2 


1 
b) I—-af2dv (đặt x=sim) ; 


s dx (đặt=x+l) ; 


[Z0+» 


dx (đặt „=1+ xe"); 


©) jma +x)dx; 


0 
Tính các tích phân sau : 
1 
I li 23 
a) [+ 3x)2dv; b)Í= Tn 
0 0X = lv” 


L.j 
b) [ mxw: 


1 


§ 
đ) Ĩ (x?~2x-— De *dự. 


0 


2 ¿ 
tì == : x) 


1 
Tính [x(1- +) dx bằng hai phương pháp : 


0 
a) Đổi biến số w = 1 — x; 
b) Tính tích phân từng phần. 


dự. 
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ỨNG DỤNG 


CỦA TÍCH PHÂN 


TRONG HÌNH HỌC 


I- TÍNH DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG 


Â 
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1 


Tính diện tích hình thang vuông được giới hạn bởi các đường thẳng y= -2x - 1, y = 0, 


x=lVàx=5. 


So sánh với diện tích hình thang vuông trong ẨÀ ¡ của §2. 


Hình phẳng giới hạn bởi một đường cong và trục hoành 


Giả sử hầm số y = +) liên tục, nhận giá trị 
không âm trên đoạn [z ; b]. Ta đã biết hình 
thang cong giới hạn bởi đồ thị của +), trục 
hoành và hai đường thẳng x = z, x = b có 
điện tích Š được tính theo công thức 

b 

§= Ỉ /ƒ()dx. @) 

ạ 
“Trường hợp ƒfx) < 0 trên đoạn [z ; b], ta có 
-f#) > 0 và diện tích hình thang cong 
aABb bằng diện tích hình thang cong 
aA'B'b là hình đối xứng của hình thang đã 


Hình 51 cho qua trục hoành (H.51). Do đó 
b 
`. xa na... 2) 
ạ 
Tổng quát, diện tích $ của hình ? 
phẳng giới hạn bởi đồ thị của @ 
hầm số ƒ(x) liên tục, trục hoành SN? 
và hai đường thẳng x = a, x = b 
(H.52) được tính theo công thức 
Ø 


b 
# = [J/(œ)|ax. 
ạ 


@) 


Hình 52 


Ví dự 1. Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị của hàm số y =xÖ, 
trục hoành và hai đường thẳng x =—1, z = 2 (H.53). 


Giải. Ta có x) <0 trên đoạn [—I ; 0] và 
xŸ > 0 trên đoạn [0 ; 2]. Áp dụng công thức 
(3), ta có : 


2 0 2 
8= | l#lax = [ƒcCxdz + Jx°4z 
—1 1 0 


Hình S3 


Hình phẳng giới hạn bới hai đường cong 


Cho hai hàm số y = (+) và y = (+) liên tục 
trên đoạn [z ; b] . Gọi D là hình phẳng giới 
hạn bởi đồ thị hai hàm số đó và các đường 
thẳng x =a,.x=b(H.54). 

Xét trường hợp ƒi(x)> ƒ(x) với mọi 
xe[z;b]. Gọi Š,Š; là diện tích của hai 
hình thang cong giới hạn bởi trục hoành, hai 
đường thẳng x = a, x = b và các đường cong 
y =ƒf¡@), y =8) tương ứng. Khi đó, diện tích 
$ của hình D là 


b 
§=8¡—8 = [Œ(Œ) ~6(+))d+. 
a 


Trong trường hợp tổng quát, người ta chứng minh được công thức 


b 
s= []á@œ)~ ø@)|dx (4) 


CHÚ Ý 
Khi áp dụng công thức (4), cần khử dấu giá trị tuyệt đối của 
hàm số dưới dấu tích phân. Muốn vậy, ta giải phương trình 
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⁄(Œ*)— (+) =0 trên đoạn [z ; b]. Giả sử phương trình có hai 
nghiệm c, đ (c < đ). Khi đó, #(x)— /›(x) không đổi dấu trên 


các đoạn [ø ; e], [c : đ], [đ : b]. Trên mỗi đoạn đó, chẳng hạn 
trên đoạn [z ; c]. ta có 


Ílá{@- s@œ|& = 
qạ 


[Iã@G)~- (@91dx 
4 


Ví đụ 2. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường thẳng x =0, x = z 
và đồ thị của hai hàm số y = cosx, y= sinx (H.55). 


Giải. Đặt ƒC© = cosx, ƒ2(x) = sinx. 
Ta có ƒ(x)- (+) =0 


© cosy— sinx =0 


{=... c[0; m]. 


Vậy diện tích của hình phẳng đã cho là Hình 55 


T 


T 4 Lả 
= [lcosx- sinxldx = [leosz — sinx|đx + ƒ[leesx- sin x|dy = 
0 0 T 


4 


II 
c--›la 


” 
(cosx — sin x)dx| + Ỉ (cos x — sinx)dhị 
kê 
4 


T 
+ 
= |inx + cosx) o|? (sin x + cOs+x) NIẾ 2A2. 
kì 
4 
Ví dụ 3. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong y = xỶ—x và 
y=x-— x?. 
Giải. Ta có 


ñ@ - $@) = GŒŸ~ x)—(x— x2) = x) + x2 — 2x. 


Phương trình ƒ(x)— /2(x) = 0 có ba nghiệm xị = —2, x; = Ú, x; = l. 
Vậy diện tích hình phẳng đã cho là 


vì 


“8, 


4 3 

l£ ệP s= *)] 
45 

II - TÍNH THỂ TÍCH 


2 
Â Hãy nhắc lại công thức tính thể tích khối lăng trụ có diện tích đáy bằng 8 và chiều 
cao bằng ¡. 


0 
Í œ sư= 2x)dn| 
-2 


4 Ì 
xi s=#] 
4 3 


1 
x2+x2— 2xÌdx = + ƒŸ +x7— 2x)dv 


0 


0 


E2 


1. Thể tích của vật thể 


Cắt một vật thể “0 bởi hai mặt phẳng (P) và (Ó) vuông góc với trục Øx lần lượt 
tại x = a, x = b (a< b). Một mặt phẳng tuỳ ý vuông góc với Óx tại điểm x 
(a< 


< b) cắU0 theo thiết điện có diện tích là $(+) (H.56). Giả sử 8(+) liên tục 
trên đoạn [a ; b]. 


CM 


Hình 56 


Người ta chứng minh được rằng thể tích V của phần vật thể ?0 giới hạn bởi 
hai mặt phẳng (P) và (Ở) được tính bởi công thức : 


@®$) 
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Ví dụ 4. Tính thể tích khối lăng trụ, biết ” 
diện tích đáy bằng 8 và chiều cao bằng h. 
Giải. Chọn trục Óx song song với đường 
cao của khối lãng trụ, còn hai đấy nằm 
trong hai mặt phẳng vuông góc với Øx 
tại x =0 và x = h (H.57). 

Hiển nhiên, một mặt phẳng tuỳ ý vuông góc 
với trục Óv, cắt lãng trụ theo thiết diện có 
diện tích không đổi S@) = 8 (0 < x< ñ). 
Áp dụng công thức (5), ta có 


h h 


W- [seð&x = [nà = mịh — Bị. 
Ú 0 Hình 57 
2. Thể tích khối chóp và khối chóp cụt o 
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a) Cho khối chóp có chiều cao bằng ? và 
diện tích đáy bằng B. 

Chọn trục Øx vuông góc với mặt phẳng 
đáy tại điểm 7 sao cho gốc Ó trùng với 
đỉnh của khối chóp và có hướng xác định 
bởi vectơ ØỶ. Khi đó Øï = ñ. Một mặt 
phẳng (2) vuông gốc với Óx tại x 
(0 < x <") cất khối chóp theo thiết diện 
có điện tích là $(x) (H.58). Ta có 


Z 
S(x) = Hà 
Khi đó, thể tích V của khối chóp là Hình 58 
h PÀ h 
v=|sS« =2 (2) - Bh, 
ụ ¡2\3/Ìlo 3 


b) Cho khối chóp cụt tạo bởi khối chóp đỉnh § có diện tích hai đáy lần lượt 
là B, B' và chiều cao bằng h. 


Chọn trục Øx trùng với đường cao của 
khối chóp và gốc Ó trùng với đỉnh 8. 
Hai mặt phẳng đáy của khối chóp cụt 
cắt Øx tại I và Ƒ (H.59). Đặt Øï = b, 
Ol' = a (a< b). Gọi V là thể tích của 
khối chóp cụt. Ta có 


b: ð 
UD= [5w = _. cử) 
VN. 3b 


_gPT4 d2+ab+ ĐỂ. 
3 b2 


2 


Vì B'=B“— vàh=b—anên 
b2 Ÿx 


ñ 
V= 2 + ÁBB' + B'). th 20 


III - THỂ TÍCH KHỐI TRÒN XOAY 


3 
lại Nhắc lại khái niệm mặt tròn xoay và khối tròn xoay trong hình học. 


Nghệ nhân làng gốm Bát Tràng 
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Bài toán 

Giả sử một hình thang cong giới hạn 
bởi đồ thị hàm số y = ƒ(+), trục Óx và 
hai đường thẳng x = a và x = b (a< b) 
quay xung quanh trục Óx tạo thành 
một khối tròn xoay (H.60). Hãy tính thể 
tích V của nó. 

Giải. Thiết diện của khối tròn xoay trên 
tạo bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx 
tại x e [z ; b] là hình tròn có bán kính 
bằng |ƒ(+)|. Do đó, diện tích của thiết 


điện là S() =z2(v). Vậy theo công 
thức (Š) ta có 


b 
V =z[ƒ()dx (6) 
q 


Ví dụ 5. Cho hình phẳng giới hạn bởi 
đường cong y = sinx, trục hoành và 
hai đường thẳng x =0, x = z (H.61). 

Tính thể tích khối tròn xoay thu được 
khi quay hình này xung quanh trục Óx. 


Giải. Ấp dụng công thức (6), ta có 
TL ® T4 
V=r ƒ sinxdv = 2jd — cos2x)dx 
0 : 0 


và 
=3 = san lỗ Bo HU 
2 2À 9 
Ví dụ 6. Tính thể tích hình cầu bán kính ®. 
Giải. Hình cầu bán kính # là khối tròn 
xoay thu được khi quay nửa hình tròn 
giới hạn bởi đường y=JR?-x? 
(—R < x < R) và đường thẳng y = 0 xung 
quanh trục Óx (H.62). 


Hình 60 


Hình 61 


(L 


jR J1 


7/ Ị 
` # 
N Z 

% lz 


Hình 62 


R 


Vậy V= mỈ lÑ= _.W 


_R 
R 3Ì|g 
= x[ (R”~x2)dv= z(£2z-S] = 
8UNC 3 
_R 
Bèi tập 


Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 
a)y=x,y=x+2;¡  b)y=llnal,y=l; c)y=(x-6),y=6x-+Ỷ. 
Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cung y = x2+~1, tiếp tuyến 
với đường này tại điểm M(2 : 5) và trục Óy. 

x2 
Parabol y = ni chia hình trồn có tâm tại gốc toạ độ, bán kính 22 
thành hai phần. Tìm tỉ số điện tích của chúng. 


Tính thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường sau 
quay quanh trục Óx : 


3)y=1-xy=0; 
b)y= cosx, y=0,x=0,x=z; 


©)y= tầng, y=0, x=0,x= T. 


Cho tam giác vuông OPM có cạnh OP nằm trên trục ÓØx. Đặt 


POM = ø, OM = R (o<«<5.>o). 


Gọi Ø là khối tròn xoay thu được khi quay tam 
giác đó xung quanh trục Óx (H.63). 
a) Tính thể tích của theo ø và R. 


b) Tìm ø sao cho thể tích của ?lớn nhất. 


Hình 63 
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BẠN CÓ BIẾT 


LỊCH SỬ PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 


Phép tính tích phân đã được các nhà bác học sử dụng từ trước thế kỉ XVIII. Đến thế 
kỉ XIX, Cô-si (Cauchy, 1789 - 1857) và Ri-man (Riemann, 1826 —- 1866) mới xây 
dựng được một lí thuyết chính xác về tích phân. Lí thuyết này về sau được Lơ-be-gơ 
(Lebesgue, 1875 — 1941) và Đăng gioa (Denjoy, 1884 — 1974) hoàn thiện. 

Để định nghĩa tích phân, các nhà toán học ở thế kỉ XVII và XVIII không dùng đến 
khái niệm giới hạn. Thay vào đó, họ nói "tổng của một số vô cùng lớn những số 
hạng vô cùng nhỏ". Chẳng hạn, diện tích của hình thang cong là tổng của một số 
vô cùng lớn những diện tích của những hình chữ nhật vô cùng nhỏ. Dựa trên cơ sở 
này, Kê-nla (Kenlar, 1571 - 1830) đã tính một cách chính xác. nhiẩu diện tính và 
thể tích. Các nghiên cứu này được Ca-va-li-ơ-ri (Cavalierie,1598 - 1647) tiếp tục 
phát triển. 

Dưới dạng trừu tượng, tích phân đã được Lai-bơ-nit định nghĩa và đưa vào kí hiệu Í. Tên 
gọi "tích phân" do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654 — 1708), học trò của Lai-bơ-nit 
đề xuất. 

Như vậy, tích phân đã xuất hiện độc lập với đạo hàm và nguyên hàm. Do đó, việc 
thiết lập liên hệ giữa tích phân và nguyên hàm là một phát minh vĩ đại của Niu-tơn 
và Lai-bd-nit. 

Khái niệm hiện đại về tích phân, xem như giới hạn của các tổng tích phân, là của 
Cô-si và Ri-man. 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH DIÊN TÍCH BẰNG GIỚI HAN 


1. Tính diện tích hình thang cong 

Xét hình thang cong giới hạn bởi các đường +x = a, x = b ( < b). y = 0 và y = ƒ(x), 
trong đó Ø(x) là hàm số liên tục, không âm trên đoạn [z ; b]. 

Để xác định diện tích của hình thang cong trên. Ta dùng phép chia nhỏ, xấp xỉ 
bởi một hình bậc thang và chuyển qua giới hạn 

Ta chia đoạn [z ; b] thành ø phần tuỳ ý bởi các điểm Äp; As -, x„ Sao cho 


4=3g <3) <...<x„,=b. 


Từ các điểm chia, vẽ các đường thẳng song song với trục Øy, tương ứng chia hình 
thang cong thành ø hình thang cong nhỏ (H.64a). 


“È y=) 


MS 


7> 


N\ 
SN 


t2 
⁄ 
2 


SN 


ñầä3 


7 
77 
2 
27/7 


na 


2 


O| xe=a 


2/2 


it 


5-1EP= 


vớ 
“HÀ 


X 


Ki 
)ì 
# 


3) b) 
Hình 64 
Tại mỗi hình thang cong +; ¡4;B,x,, ta dựng một hình chữ nhật có đáy là đoạn 
[x,¡;x,] và chiều cao bằng ƒ(£) với ý lấy tuỳ ý trên đoạn lz; ¡; x,] (H.64b). 
Hình chữ nhật nhận được +, ¡M,N,x, có diện tích bằng 
ƒ(); —x; 4). 
Số này xấp xỉ diện tích hình thang cong x;_¡4,,x;. 
Kí hiệu S là diện tích hình thang cong z4Bb cần tìm, ta có 
š= f6) —3xg)+ ƒ(ố; J(X; —xị)+...+ ƒ(ếu ) Xy —X„— 1); 


hay S=>,/(6)G —x; 1)- @) 


E=l 


Xấp xỉ này càng chính xác nếu tất cả các hiệu số 3 —+¡ ¡ Càng nhỏ. Sự kiện này gợi ý 


cho ta về phép chuyển qua giới hạn khi ¡uax (+;—+, ¡) dần tới O để thu được diện tích 
l<i<n 


hình thang cong aAB». 
Xét 


mmŠ /Œ ;)@,—xy j) khi ph Gụ =3, >0. (2) 
<i<n 


Người ta chứng minh được rằng nếu /{x) liên tục trên đoạn [z ; »] thì giới hạn (2) 
luôn tồn tại không phụ thuộc cách chia đoạn [z ; b] và cách lấy điểm #, e[x; ¡: x;], 


¡= 1,2, ...n. Ta coi giới hạn ấy là diện tích của hình thang cong đã cho. 
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Vậy § =lim È ƒ(§)(;—x,¡) khi x0 —x;¿¡)—>0. (3) 


b 
Giới hạn này chính là [7@)&. 


2. Áp dụng 
Nhờ giới hạn dạng (3), ta có thể tính được diện tích một số hình phẳng. 
Ví dụ 1. Tính diện tích hình thang cong y 
giới hạn bởi các đường 


2 


y=2?,y=0,x= 0 và x= 1. 

Giải. Ta tiến hành theo phương pháp trên 
nhưng chia đoạn [z ; »] thành ø phần bằng 
nhau, tức là độ dài các đoạn ly ¡; ;] 


bằng 1, piểm § được chọn là mút trái 
n 


của đoạn [x, ¡; x;], ý =x; ¡. Khi đó 


: 2 
/@)=|—) ,i= 1,2, .....n (H.68). 
n 
Ta lập tổng dạng (1) 


Ll 2 3 
SeŠ J8 =% jJ= 1(sj m () +. + 
ẫ n[Ýn P 


=-  4+22+..+@~1#)= BÉ: D29 
n 6n 


_ (w-D@n~D) 
w 


Hình 65 


D : 
: : ".—... 
Vậy §= lim TU =3 „J= E ——————-~ 
K02: SN. 


(vì chia đều đoạn [ø ; b] nên max(x;— +; ¡) —>  © n —> +). 
l<<n l Ử 


Ví dụ 2. Tính diện tích hình tròn bán kính R. 


Giải. Vì diện tích hình tròn không phụ thuộc vị trí của nó trong mặt phẳng Oxy 
nên để xác định, ta giả sử tâm hình tròn trùng với gốc. toạ độ. Hình tròn đối ứng 
qua tâm, nên ta chỉ cần tính diện tích của phần nằm ở góc phần tư thứ nhất của 
mặt phẳng toạ độ. 
Hình tròn được giới hạn bởi đường tròn có phương trình là x2+y? = K?. Ta có thể 
viết phương trình này ở dạng tham số 

x=Rc@st, y= Rsin:, 0<?<27. 


Ta tính diện tích phần tư hình tròn được giới hạn bởi cung tròn x=cos/, y= Rsin/ 
(s‹ :<5) và hai trục toạ độ x = 0 và y = 0. 

Ta chia đoạn [0 ; #] trên trục hoành 
thành ø phần bởi các điểm x; (¡=0,.... n) 
sao cho các điểm M; (¡ = 0,..., n) tương 


ứng chia cung tròn thành z phần bằng 
nhau. Khi đó, số đo các cung nhỏ 


đều bằng mm Điểm # được chọn 
n 


trùng với x, (mút phải đoạn [x, ;; x,]) 
(H.66). Ta có 


HC Ren[S—i) 
2 2n 


T1 TL 
,=Rsin|~~i-— 
liMNG § HÀ) 


#1 #ị +,=R x 


Hình 66 
3ụ=0, yạ=- 


S70 


i=l 


L .; ] E ,„T ) Ẹ ` || 
——Ï— || cos[ ~—i— |—eos| >—Œ—1)— 
2 2n s W5 2 2n 


' 
=2R?`sin(w—i)~—.sin(2n~—2ï+1)-~=—. sin-— 
» 2n 4n "4n 


=2? hang ~Ú)-—.sin2n—1)-—+ 
^n 2n 4n 


3 
+sin(n —Đ)2 sh@n~3)-E +...sn-E in C | 
2n + 2n "ân 


=R?sin= Í= T —cos(4n—3)—” )x(e» T— —eos(4n~—7)-—” } 
4n| (4n 4n 4n 4n 


T4 1U 
ch» +(es_-ems.-] 
4n 4n 


=0. —.(0-Dga-T——~ 
4n 4n 
— RỂ dnC |cos5-E +enx9-2 +..+cosdn—3c | 
4n 4n 4n 4n 


sin(4ø —1)x —sin3x 


Vì cos5x+cos9x+...+cos(4n#—3)x = 
2sin2x 
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nên tổng trên viết thành 


ï z  m. sin du DĐ =gnậc 
>/60( ~#-Ù= ong PA AGI-DPDROSS- mm _—== 
m=I 2sin“= 
4n 
: gufán=IjS ăn SP: 
=R?cos-—.(n~1)sin-—— RẺ, — 
4n 4n 3 T 
'C€OS—— 
4n 


Chuyển qua giới hạn đẳng thức trên khi n —>+œ (Vì max(x;—x;_¡) =>Ũ © ñ—> +œ), 
1<i<n 


†a được 


bì 


$= lim 3” /(6)Gý —x; ¡)= 
¿=l 


"Ỷ“.... 
= lim |R?co-= 2(-;) 4 _ g2 án 4n _” 
l0) DI ni mm 4 
4n 4n 


Vậy diện tích hình tròn bằng zˆ. 


Ôn tập chương III 


1. a) Phát biểu định nghĩa nguyên hàm của hàm số ƒfx) trên một khoảng. 
b) Nêu phương pháp tính nguyên hàm từng phần. Cho ví dụ minh hoạ. 
2. a) Phát biểu định nghĩa tích phân của hàm số ƒ(x) trên một đoạn. 
b) Nêu các tính chất của tích phân. Cho ví dụ minh hoạ. 


3. Tìm nguyên hàm cúa các hàm số sau : 


a)/#@) =(Œ~ (1 —2x)(1 —33); b)/ƒ@4) = sin4xcos22x ; 
9/0)=——T: 4)/0) = (e* — ĐỂ. 

4. Tính: 
8) [(Œ~x)sinxdy; b) lê +9 dx; 


Ýx 
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ch, 
eï+l 


sjS 


1 
—————'' 
KỈ Em h 


dy; 
l+x 


Hỗ 
2 

a) Í COS 2xsinˆxdv $ 
0 


©) 
1 s, 


c, 
2 

e) [sm+x + cosx) dy ; 
0 


nềt Wbs&0Ÿ gi ẤN 


 ———.ˆ. 
(sinx + cos x 


1 
————' 
® l5 ++x)2— x) : 


6 ˆ 
b) TT 


TL 
đ) [NI+sm2x đy; 
0 


lÌ 
b) Ỉ lbx* -2—*Ìax; 


đ) ==. 
x2-2x—-3 Ề 


TL 
8) Ỉ (x+sinx) dx. 
0 


7. Xéthình phẳng D giới hạn bởi y =2AÏ1 — +” và y = 2(1— 3). 


a) Tính diện tích hình D. 


h) Quay hình D xung quanh trục Øv. Tính thể tích khối trồn xoay được 


Bèi tập trắc nghiệm 


tạo thành. 
dx 3 
1. Tính „ kết quả là : 
Ăn _# _ 
lŒ 
(A) ¿ (HỊẾNML=4z; 
vI-x 


€) -2/Ù~x+C; 


Tính [2Ý* 'T2ay , kết quả sai là : 
lỀ 


= 
(A) 212C; @®) 2(z ~I]+c: 

( 2(z#+1)+e: (D) 2 +. 
Tích phân [eo2x sinxdr bằng : 

0 
2 2 3 

A)——; B) —: @-—: D)0. 
(A) 1 ®) 3 (G 5 (D)0 


T 


T1 
đi v 2 

Cho hai tích phân Ỉ sin“xdv và Ỉ cos2x dy, hãy chỉ ra khẳng định đúng : 
0 


0 
, s Đc ko 
2 s2 2 2 
(A) [sn ad > [co”xâx; (P) [sn?x& < [co xe; 
0 0 0 0 
NÓ + 
2 2 
(€©) [snfxẻ = Ícos°xdx; (D) Không so sánh được. 
0 0 


Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong 


4) y=X và y=ửx bằng : 


(A)0; ®)-4; (@@ xí (@)2. 
b) y=x+sinxvà y=x (0<x<2m) bằng: 
(A)-4; ®)4; (G0; (@)1. 


Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường y=x và y= x quay xung 
quanh trục Ox. Thể tích của khối tròn xoay tạo thành bằng : 


(A)0; Œ)~m: (0z: (Đ) ° 


=„ Số phức 


== Công. trừ và nhân số phức 


mạ. hép chia số phức 


SỐ PHỨC 


1. Sối 


Ta đã biết các phương trình bậc hai với biệt số âm không có nghiệm thực. 

Phương trình bậc hai đơn giản nhất không có nghiệm thực là phương trình 
z2+1=0. 

Với mong muốn mở rộng tập hợp số thực để mọi phương trình bậc ø đều có 


nghiệm, người ta đưa ra một số mới, kí hiệu là ¡ và coi nó là nghiệm của 
phương trình trên. Như vậy 


È =-1. 


2. Định nghĩa số phức 


Mỗi biểu thức dạng z + bi, trong đó z, b e ïR, # =-1 được 
gọi là một số phức. 

Đối với số phức z = đ + bi, ta nói z là phần thực, b là phân 
ảo của z. 


Tập hợp các số phức kí hiệu là C. 
Ví đụ 1. Các số sau là những số phức : 
2+5¡; —2+3i ; 1+(—3) (cồn viết là 1— 3i); 1+^3¡ (cồn viết là 


1+3). 
1 


7 nh phần thực và phần ảo của các số phức sau : -3+5i, 4—i4/2, 0+zi, 1 +0i. 
3. Số phức bằng nhau 


Hai số phức là bằng nhau nếu phần thực và phần ảo của 
chúng tương ứng bằng nhau. 


a+ bị =c+ đi © a= c và b = d. 
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Ví dụ 2. Tìm các số thực x và y, biết 
(2x+1)+ (3y ~ 2j =(x+2)+ (y+ 4)i. 
Giải. Từ định nghĩa của hai số phức bằng nhau, ta có 
2x+l=x+2và 3y-2=y+4. 
Vậy x = l và y =3. 
CHÚ Ý 

* Mỗi số thực z được coi là một số phức với phần ảo bằng 0 

a=a+(i. 

Như vậy, môi số thực cũng là một số phức. Ta có R c C. 

*s Số phức 0 + bi được gọi là số thuần ảo và viết đơn giản là b¡ 

bỉ = 0+ bi. 
Đặc biệt ¡= 0+ lí. 
Số ¡ được gọi là đơn vị ảo. 


2 


vã 


Viết số phức z có phần thực bằng m phần ảo bằng =. 


4. Biểu diễn hình học số phức 


Như trên đã thấy, mỗi số phức z = z + b¡ hoàn 
toàn được xác định bởi cặp số thực (a ; Ð). 
Điểm M(ø ; b) trong một hệ toạ độ 


vuông góc của mặt phẳng được gọi là XONNNeh 
điểm biểu diễn số phức z = a + bỉ y 
(H.67). „l 
Ví dụ 3. (H.68) 5 bssmsrsee ` 
Điểm A biểu diễn số phức 3 + 2i ; 1 ị 
Điểm ð biểu diễn số phức 2 - 3i ; † ¬ 


Điểm € biểu diễn số phức -3 — 2i ; 
Điểm D biểu diễn số phức 3i. 


Hình 68 
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3 
Â a) Biểu diễn trên mặt phẳng toạ độ các số phức sau : 3 - 2i, ~4i, 3 

b) Các điểm biểu diễn số thực, số thuần ảo nằm ở đâu trên mặt phẳng toạ độ ? 
5. Môdun của số phức 


Giả sử số phức z =ø + bỉ được biểu diễn bởi đểm  y 
Ma : b) trên mặt phẳng toạ độ (H.69). 


Độ đài của vectơ OM được gọi là 
“àg của số phức z và kí hiệu là Izl. 


ề = - lai hay |a + b| = |OMÏ. 


Dễ thấy la + bị| = Va? + b2. Hình 69 


lä~ 2il = +J3? + (2Ÿ = V3 ; 
I+¿/|=jL+ |3? =2 


4 
Â*& phức nào có môđun bằng 0 ? 


6. Số phức liên hợp 


5 
lai Biểu diễn các cặp số phức sau trên mặt phẳng toạ độ và nêu nhận xét : 
a)2+3i và 2-3¡ ; 
b) -2+3/ và 2-31. 
Cho số phức z=a+bi. Ta gọi y 
a— bi là số phức liên hợp của z và 
kí hiệu là Z = a — bi. 


se ==a=e z=a+bi 


Trên mặt phẳng toạ độ, các điểm biểu diễn z 


và z đối xứng với nhau qua trục Óz (H.70). Nhôm 
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Â: 
Choz=3—2¡. 


a) Hãy tính 7 và Z. Nêu nhận xét. 
b) Tính |z| và |z|. Nêu nhận xét. 
Từ định nghĩa ta có : 


BẠN CÓ BIẾT 


CÁC- ĐA-NÔ (G.CARDANO) 


Các-đa-nô là một nhà bác học người l-ta-l-a. Ông sinh năm 
1501, đạt học vị tiến sĩ y khoa năm 1526, nhưng không 
được hành nghề y mà trở thành thầy giáo dạy toán. Ông 
có trên 200 công trình về các lĩnh vực Toán học, Y học, 
Triết học, Thiên văn học, Âm nhạc và Thần học. Năm 
1545 ông xuất bản quyển sách "Nghệ thuật lớn của 
phép giải các phương trình đại số". Trong cuốn sách 
này, ông trình bày cách giải phương trình bậc ba, bậc 
bốn và đề cập tới căn bậc hai của số âm. Có thể nói sự 
nghiên cứu số phức khởi nguồn từ công trình này. 


G. Cardano 
(1501 — 1576) 


Bồi tập 
1. Tìm phần thực và phần ảo của số phức z, biết : 
8) z=1— Tỉ: b)z=2—i; 
e)z= 292; đ) z=~i. 


2. Tìm các số thực x và y, biết : 
a) (3x— 2) + (2y + Di =(x+1)—(y— 5); 
b) (1—23)— 3 = V5 +(1— 3y): 
©) (2x +y)+ (2y - x)i =(x—2y+3)+(y+ 2x + Di. 
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3. Trên mặt phẳng toạ độ, tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thoả mãn 
điều kiện : 


a) Phần thực của z bằng —2 ; 

b) Phần ảo của z bằng 3 ; 

c) Phần thực của z thuộc khoảng (—1 ; 2) ; 

đ) Phần ảo của z thuộc đoạn [1 ; 3]; 

e) Phần thực và phần ảo của z đều thuộc đoạn [—2 ; 2]. 
4. Tính|z| với : 

a) z=~2+i3; b)z= 2-3; 

c)z=-5: đ)z= j3. 


5. Trên mặt phẳng toạ độ, tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thoả mãn 
điều kiện : 


a) |z|= 1; b) |z| <1; 

e1<lz|<2; đ) |z| = 1 và phần ảo của z bằng I. 
6. Tìm Z, biết: 

a)z=1—N2; b)z=-V2+¡3; 

6) =5 đ) z = Tỉ. 


CỘNG, TRỪ VÀ NHÂN SỐ PHỨC 


1. Phép cộng và phép trừ 


1 
ÂÑ1 quy tắc cộng, trừ đa thức (coi ¡ là biến), hãy tính : 
(3+20+(5+80; 
(1+5i)—(4+3i). 
Phép cộng và phép trừ hai số phức được thực hiện theo quy tắc 
cộng, trừ đa thức. 
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Ví dụ 1 
(5+ 2i)+(3+70 = (5+3)+ (2+ 7)¡ = 8+ 9¡ ; 


(14.69) —(4+30 =0-—4)+(6—3ÿ =-3 S6 
Tổng quát 


(a + bù) + (e + đi) = (a + e) + (b + đìi : 
(a + bi) ~ (e + đi) = (a — c) + (b — đi. 


2. Phép nhân 


2 
DYẾ quy tắc nhân đa thức với chú ý ¡? =-1, hãy tính (3+2¡)(2+3i). 
Phép nhân hai số phức được thực hiện theo quy tắc nhân đa 
thức rồi thay  =—1 trong kết quả nhận được. 
Ví dụ 2 
(S+2i14 + 3i) =20 + lỗi + 8i + 6i” = (20- 6) + (15 + 8)¡ = 14 + 23¡; 
(2-36 + 4i) = 12 + 8¡ —18i — 12/2 = 12 + 8i — 18i + 12 
=(12 +12)+ (§— 18} = 24- 10i. 
Tổng quát 


(a + bÙ(e + đi) = ac + ad + bei + bải2 = ac + qải + bci — bả. 


(a + bi(c + đi) = (ac — bd) + (ad + be). 


CHÚ Ý 


Vậy 


Phép cộng và phép nhân các số phức có tất cả các tính chất 
của phép cộng và phép nhân các số thực. 


3 
Â Hãy nêu các tính chất của phép cộng và phép nhân số phức. 


Bởi tập 
1. Thực hiện các phép tính sau : 
a) 3—-5)+(2+4i); b) (2—30+( 1-79; 
©) (4+3) -(S- 7) ; đ) (2-3¡) - Š- 4i). 
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2. Tính z+ , œz- 8 với: 


a)øœ=3,/0= 2i; b)#ø=1-2i, 8 =6ï¡; 

c) œ=5ï, 8= -7i ; d) øz =15,8=4- 2i. 
3. Thực hiện các phép tính sau : 

a) 3-22 - 3i) ; b) 1+7) +70 ; 

©) 54+ 3i) ; đ) (2-5i)4i. 


4. Tính Ÿ, 7, 7. 


Nêu cách tính ¡” với ø là một số tự nhiên tuỳ ý. 
5. Tính: 
a) (2+3i)`; b) (2 + 3i}. 


PHÉP CHIA SỐ PHỨC 


1. Tổng và tích của hai số phức liên hợp 


1 
;; z=2+3¡. Hãy tính z+z và z.z. Nêu nhận xét. 
Cho số phức z = a + bi. Ta có : 
z+Z =(a+bi) +(a- bì) = 2a ; 
zZ = (4+ bi\(a — bi) = a2 ~ (bi)? = a2 + b2 = |zP.. 


* Tổng của một số phức với số phức liên hợp của nó bằng hai 
lần phần thực của số phức đó. 


* Tích của một số phức với số phức liên hợp của nó bằng bình 
phương môđun của số phức đó. 


Vậy tổng và tích của hai số phức liên hợp là một số thực. 
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2. Phép chia hai số phức 


Chia số phức c + đi cho số phức z + bi khác 0 là tìm số phức z sao cho 
e + đi = (a + bùz. Số phức z được gọi là £hương trong phép chia e + đỉ cho 
a + bi và kí hiệu là 

c+đi 

a+bi 

Ví dụ 1. Thực hiện phếp chia 4 + 2¡ cho Í + ¡. 

_ 4+2i 


+ 


Giải. Giả sử z 


. Theo định nghĩa, ta có (1 + ¡)z = 4 + 2i. 


Nhân cả hai vế với số phức liên hợp của 1 + ¡, ta được 
(1l —Ð(1 +7)z =(1 —j(4 + 2ï) 


Suy ra 2.z=6—2¡ 
hay ca (6 =i21) =8): 
2 
Vậy 8= 
1+i 
c+đi 


Tổng quát, giả sử z = 


Theo định nghĩa phép chia số phức, ta có 


a+bi 
(a + bì)z = c + đi. 
Nhân cả hai vế với số phức liên hợp của z + bi, ta được 
(a— bì) (a + b)z = (a — bì(ec + đì) 
hay 
(4` + bˆ)z = (ae + bả) + (ad — be)i. 


Nhân cả hai vế với số thực 
a“+b 


” ta được 


: : zÌ (ác + b4) + (ađ ~ bo). 
a“+b 


c+đi _ac+bd ad-bc. 


=————.. 
a+bỉ a2+b” a +b? 


137 


CHÚ Ý 


Trong thực hành, để tính thương Ê È #? 


„ ta nhân cả tử và mẫu với 


a+bi 
số phức liên hợp của a + bi. 


Ví dụ 2. Thực hiện phép chia 3 + 2¡ cho 2 + 3i. 


Giải 
3+2i _ Q+2)(2-30 _12-5i _12_ 5, 
24T. 2430-30 7 13 7 1V 1” 
2 
' nt©HiỂM các bhdprEhiasadio CS: s2 bu, 
2-3i Đ 
Bởi tập 

1. Thực hiện các phép chia sau : 

"... gi IÊ 2, j5 „ . c5, 

S07 2+3 2-3i ỉ 
2. Tìm nghịch đảo + của số phức z, biết : 
z 

a)z=l+2i;  b)z=V2-3i; c)z=i; đ)z=5 +¡3. 

3. Thực hiện các phép tính sau : 
LUẾI Sáo, 
a) 21G + 1) + 40) ; bị EU C5... 
-2+ỉ 
©) 3+ 2i +(6+ j(5+ j) ; th Thổ CC, 
3+6ï 

4. Giải các phương trình sau : 

a) 3— 2i)z+ (4+ 5) = 7+3i; b) đ+37)z—(2+5)=(2+jz ; 


Z 


c) 


+(-3i) = 5— 2i. 


-3i 
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PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI VỚI 
⁄ HỆ SỐ THỰC 


1. Căn bậc hai của số thực âm 


Â„ nào là căn bậc hai của số thực dương a ? 
Tương tự căn bậc hai của một số thực dương, từ đẳng thức  =—I „ ta nói ¡ là 
một căn bậc hai của —1 ; —i cũng là một căn bậc hai của —1, vìc¡)? =-l.Từ 
đó, ta xác định được căn bậc hai của các số thực âm, chẳng hạn : 
Căn bậc hai của -2 là +¡V2, vì (+ i2)? =-2 ; 
Căn bậc hai của -3 là + 4/3, vì (+ ¡V3)2 = -3 ; 
Căn bậc hai của —4 là ‡ 2i, vì (+ 2ï)” = -4. 


Tổng quát, các căn bậc hai của số thực z âm là + ïkị. 
2. Phương trình bậc hai với hệ số thực 


Cho phương trình bậc hai ax? + bx+c=0 với a, b,c elR,a #0. Xét biệt 
số A = bŸ ~ 4ac của phương trình. Ta thấy : 


s® Khi A — 0, phương trình có một nghiệm thực —: 
a 


* Khi A >0, có hai căn bậc hai (thực) của A là #V/A và phương trình có 
hai nghiệm thực phân biệt, được xác định bởi công thức 
—b + ýA „ 

24 ` 
* Khi A <0 phương trình không có nghiệm thực vì không tổn tại căn bậc 
hai thực của A.. 


“3= 
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Tuy nhiên, trong trường hợpA < 0, nếu xét trong tập hợp số phức, ta vẫn 
có hai căn bậc hai thuần ảo của A là + 'A|. Khi đó, phương trình có hai 
nghiệm phức được xác định bởi công thức 
—b + ¡.||A| 

2a : 


#2 = 


Ví dụ. Giải phương trình x°+x+l=0 trên tập hợp số phức. 
Ta có A =1— 4=-3. Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm phức là 


NHẬN XÉT 
Trên tập hợp số phức, mọi phương trình bậc hai đều có hai 
nghiệm (không nhất thiết phân biệt). 


Tổng quát, người ta đã chứng minh được rằng mọi phương 
trình bậc z (w > 1) 


1 


qạx” + ax”” +.+đan ]X tay =0, 


trong đó đọ, ai..... a„e C, đo # 0 đều có nghiệm phức 
(các nghiệm không nhất thiết phân biệt). 
Đó là định lí cơ bản của Đại số học. 


Bởi tập 
Tìm các căn bậc hai phức của các số sau : —7 ; =8 ; —12 ; —20 ; —121. 
Giải các phương trình sau trên tập hợp số phức : 
a) -322+2z-1=0;  b)7z22+3z+2=0;  c)5z22-7z+11=0. 
Giải các phương trình sau trên tập hợp số phức : 
a) zt2+z2—~6=0; b) z?+7z2 +10 =0. 
Cho «, b, c 6], a <0, z¡. z; là hai nghiệm của phương trình az? + bz+c=0. 
Hãy tính z¡ + z; và z.z. theo các hệ số 2, b, e. 


Cho z = z + bi là một số phức. Hãy tìm một phương trình bậc hai với hệ số 
thực nhận z và Z làm nghiệm. 


BÀI ĐỌC THÊM 


PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 


Phương trình đại số là phương trình dạng 

dạx" +aix” +. .+ay ix+4„, =0, 
trong đó ø là một số nguyên dương ; øạ, ø¡....., ¿„ là các số đã cho và được gọi là 
các hệ số của phương trình, x là ẩn số. Nếu zạ 0 thì z là bậc của phương trình. 
Việc nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình đại số và tìm công thức tính 
nghiệm của nó đã thu hút công sức của nhiều nhà toán học, trong nhiều thế KỈ. 


Chính từ những nghiên cứu đó đã ra đời ngành Đại số và thúc đẩy sự phát triển 
của nhiều lĩnh vực toán học khác. 


Từ 2000 năm trước Công nguyên, người Ai Cập và người Babilon cổ đã biết giải các 
phương trình bậc nhất và một số trường hợp riêng của các phương trình bậc hai 
và bậc ba. 

Lí thuyết giải phương trình bậc hai được trình bày | lần đầu tiên trong cuốn sách " "Số 
học” của Đi- ôphăng (Diophantus), nhà bác học cổ Hi Lạp thế kỉ III. Cần chú ý rằng 
vấn đề có nghiệm của phương trình đại số luôn gắn với sự mở rộng các tập hợp số. 


Chẳng hạn, phương trình x + 3 = 0 không có nghiệm trong tập hợp số tự nhiên Ñ, 
nhưng có nghiệm trong tập hợp các số nguyên Z. Phương trình 3x + 2 = 0 không 
có nghiệm trong tập hợp các số nguyên Z, nhưng có nghiệm trong tập hợp các số 
hữu tỉ Q. 
Tổng quát, trên tập hợp các số hữu tỈ Q, mọi phương trình bậc nhất đều có 
nghiệm. Nhờ việc mở rộng từ tập hợp các số hữu fỈ Q sang tập hợp các số thực E, 
một lớp các phương trình bậc hai dạng øx2 +br+c=0 với biệt số A =b”~ 4z >0 
có nghiệm. 
Công thức xác định nghiệm của phương trình bậc hai 
-b+ŸJA. 

2a 
đã được biết từ thế kỉ thứ VI và điều đó thúc đẩy các nhà toán học đi tìm công 
thức tính nghiệm của các phương trình bậc ba, bậc bốn,... Tuy nhiên, phải mười 
thế kỉ sau (thế kỉ XVI), công thức tính nghiệm của phương trình bậc ba và thuật 
toán giải phương trình bậc bốn mới được các nhà toán học kta-li-a tìm ra. 
Nghiệm của phương trình bậc ba 
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3` h8 L¿c0 @) 
được cho bởi công thức sau (thường gọi là công thức Các-đa-nô) : 


2 3 z 3 
xoá 4v | VP vai 4l yP., 
2 #8 1 2 4 27 


Các-đa-nô đã công bố công thức này năm 1545, trong quyển sách "Nghệ thuật 


lớn của phép giải các phương trình đại số 


3 
2 


21 
Đại lượng A cũng được gọi là biệt số của phương trình (*). Tuy nhiên, dễ chỉ ra 
những phương trình bậc ba với biệt số A < 0, mà vẫn có nghiệm thực. Chẳng hạn, 
xét phương trình 


2 
Lẽ tự nhiên, ta coi biểu thức trên có nghĩa khi đại lượng A =4 + là không âm. 


x”~7x+6=0. 


Phương trình này có ba nghiệm là -3, 1, 2 nhưng biệt số 


va. 
 = — 
4 27 27 


qeãl 3162| S90 s 42a: |-1000 
27 2 


là có nghĩa và các giá trị của nó là -3, 1, 2, mặc dù biểu thức này chứa căn bậc 
hai của một số thực âm. 

Như chúng ta đã thấy, sự thừa nhận có các căn bậc hai của số thực âm, bắt đầu 
từ việc đặt ¡=x—I đã dẫn đến sự ra đời của tập hợp các số phức. 

Đồng thời với việc sáng tạo ra các số phức, người ta chứng minh được rằng mọi 
phương trình đại số bậc ø (n > 1) với hệ số phức đều có ø nghiệm phức (các 
nghiệm không nhất thiết phân biệt). 

Như vậy, việc mở rộng các tập hợp số gắn với vấn đề có nghiệm của các phương 
trình đại số đã dừng lại ä tận hợn các số nhí 

Tuy nhiên, các nhà toán học vẫn theo đuổi bài toán tìm công thức nghiệm dưới 
dạng biểu thức chứa căn thức cho các phương trình bậc lớn hơn hoặc bằng 5. 
Gần 300 năm sau khi tìm ra công thức Các-đa-nô, năm 1826, A-ben (Abel), nhà toán 
học Na Uy đã chứng minh được rằng không có một công thức nghiệm như vậy cho 
các phương trình bậc lớn hơn hoặc bằng năm với hệ số bằng chữ. Hơn nữa, nhà toán 
học Pháp Ga-loa (Galois), năm 1830 còn giải được trọn vẹn bài toán : "Trong những 
điều kiện nào, một phương trình đại số giải được bằng căn thức ?". Công trình thiên 
tài của Ga-loa đặt nền móng cho sự phát triển của Đại số hiện đại. 


Ôn tập chương IV 


Thế nào là phần thực, phần ảo, môđun của một số phức ? 

Viết công thức tính môđun của một số phức theo phần thực và phần ảo của nó. 
Tìm mối liên hệ giữa khái niệm môđun và khái niệm giá trị tuyệt đối của 
một số thực. 

Nêu định nghĩa số phức liên hợp của số phức z. Số phức nào bằng số phức 
liên hợp của nó ? 

Số phức thoả mãn điều kiện nào thì có điểm biểu diễn ở phần gạch chéo 
trong các hình 71 a, b, c) ? 


Jf 


ỳ 
2 


3) b) 
Hình 71 
Trên mặt phẳng toạ độ. tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thoả mãn 
điều kiện : 
a) Phần thực của z bằng l ; 
b) Phần ảo của z bằng —2 ; 
c) Phần thực của z thuộc đoạn [—1 ; 2], phần ảo của z thuộc đoạn [0 ; 1] ; 


đ) |z| < 2. 
Tìm các số thực x, y sao cho : 
a) 3v+yi =2y+1+(2— vi ; h) 2r+ y—1=(v+2y— 5). 


Chứng tỏ rằng với mọi số phức z, ta luôn có phần thực và phần ảo của z 
không vượt quá môđun của nó. 
Thực hiện các phép tính sau : 


a) 3+20I2-—-j)+(3- 20] : b)(4-— SHP 
2+¡ 

yên. 3+ 4-3i. 

œ€) 1+Ðð“-(-?j/; Mh ng Dsc 
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11. 
12. 
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Giải các phương trình sau trên tập số phức : 
a) (3+ 4i)z+ (L— 3i) =2+ 5ï ; b) (4+ 7z — (5— 2i) = 6ïz. 


. Giải các phương trình sau trên tập số phức : 


a) 3z7+7z+8 =0; b)z—8=0; ez2-1=0. 

Tìm hai số phức, biết tổng của chúng bằng 3 và tích của chúng bằng 4. 

Cho hai số phức zị, z;. Biết rằng z¡ + z¿ và z¡za là hai số thực. Chứng tỏ 
rằng z¡, z¿ là hai nghiệm của một phương trình bậc hai với hệ số thực. 


Bèi tập trắc nghiệm 


Số nào trong các số sau là số thực ? 
(A)Q3 + 2) ~ (3- 2i): Œ) 2+ W5) + (2- N5): 
(+3; Bà, 
⁄2-i 
Số nào trong các số sau là số thuần ảo ? 
(A)@2 +3) + Q2 - 3i) ; ®) 2 +3i)(V2-3i) : 
2+3i¡ 
Ø@+20ˆ›; D : 
(@( j) ( )2 —; 
Đẳng thức nào trong các đẳng thức sau là đúng ? 
(A) I9” =—1; (Bị j8 ~¡; (C) 72005 - Ị (D)/2006 ~ _;. 
Đẳng thức nào trong các đẳng thức sau là đúng ? 
(A) đ+ðÐŸ =-16 ; (B) (1+7 = l6i ; 
(C©(1+ ĐỂ =16; (D)đ+¡}Ÿ = -16. 
Điết rằng nghịch đảo của số phức z bằng số phức liên hợp của nó, trong các 


kết luận sau, kết luận nào là đúng ? 

(A)zeR;  ()lzÌ=1; (C)zlàmộtsốthuânảo;  (D) lz|=-1. 
Trong các kết luận sau, kết luận nào là sai ? 

(A) Môdun của số phức z là một số thực ; 

(B)Môđun của số phức z là một số phức ; 

(C) Môđun của số phức z là một số thực dương ; 

(D)Môđun của số phức z là một số thực không âm. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


I— Câu hỏi 


1. 


Đi 


mà ø mm 


Định nghĩa sự đơn điệu (đồng biến, nghịch biến) của một hàm số trên 
một khoảng. 

Phát biểu các điều kiện cần và đủ để hàm số ƒfx) đơn điệu trên một khoảng. 
Phát biểu các điều kiện đủ để hàm số ƒ{x) có cực trị (cực đại, cực tiểu) tại 
điểm xạ. 

Nêu sơ đồ khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 

Nêu định nghĩa và các tính chất cơ bản của lôgarit. 

Phát biểu các định lí về quy tắc tính lôgarit, công thức đổi cơ số của lôgarit. 
Nêu tính chất của hàm số mũ, hàm số lôgarit, mối liên hệ giữa đồ thị các 
hàm số mũ và hàm số lôgarit cùng cơ số. 

Nêu định nghĩa và các phương pháp tính nguyên hàm. 

Nêu định nghĩa và các phương pháp tính tích phân. 


. Nhắc lại các định nghĩa số phức, số phức liên hợp, môđun của số phức. 


Biểu diễn hình học của số phức. 
Bài tập 
Cho hàm số ƒx)=axÈ—2(a+1)x+a+2 — (a#0). 
a) Chứng tỏ rằng phương trình ƒ(x) = 0 luôn có nghiệm thực. Tính các 
nghiêm đó. 
b) Tính tổng § và tích P của các nghiệm của phương trình ƒ(x) = 0. Khảo 
sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của § và P theo a. 
=.” 2 ¿ 
Cho hàm số y = _.. +(a—l1)x“ +(a+3)x- 4. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi z = 0. 
b) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C) và các đường thẳng y = 0, 


#=-l;#=I: 
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Cho hàm số y= x9+ax? + bx +1, 
a) Tìm z và b để đồ thị của hàm số đi qua hai điểm A(I ; 2) và B(~2 ; —1). 
b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số ứng với các giá trị 
tìm được của z và Ù. 
e) Tính thể tích vật thể tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn 
bởi các đường y = 0, x = 0, x = 1 và đồ thị (C) xung quanh trục hoành. 
Xét chuyển động thẳng xác định bởi phương trình 

sứ) = 14 cử SE _N 3t, 

4 2 

trong đó / được tính bằng giây và s được tính bằng mét. 
a) Tính v(2), z(2), biết v(), œ(?)lần lượt là vận tốc, gia tốc của chuyển 
động đã cho. 
b) Tìm thời điểm ¿ mà tại đó vận tốc bằng 0. 


Cho hàm số y = 3Ÿ + a3” + b. 


a) Tính a, b để hàm số có cực trị bằng Š khi x = 1. 


b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi a = =S: 
b=l1. 

e) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại các điểm có tung độ bằng 1. 
Go Hồ để S2, 
x+m_—l] 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m = 2. 


b) Viết phương trình tiếp tuyến đ của đồ thị (C) tại điểm M có hoành độ 
gz-—1. 


HS/BAE E0 0/EE =¿ 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 

b) Tìm các giao điểm của (C) và đồ thị của hàm số y = 42+ 1. Viết phương 
trình tiếp tuyến của (C) tại mỗi giao điểm. 

e) Tính thể tích vật thể tròn xoay thu được khi quay hình phẳng ; giới hạn 
bởi đồ thị (C) và các đường thẳng y = 0, x = 0, x = 1 xung quanh trục Óx. 


10. 


12. 


Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 


a)ƒ(x) =2x)—3x?—12x+l trên đoạn Ẹ : j 


b)ƒ() = x?lnx trên đoạn [I ; e]; 
©)#x) =xe ” trên nửa khoảng [0 ; + œ) ; 
đ)#x) = 2sinx + sin2v trên đoạn ịo bã | Ệ 


Giải các phương trình sau : 

a)132**! _13* —12 =0; 

b)(3Ÿ + 2*)(3Ÿ + 34.27) = M.bŸ 

€) log q(x — 2).logsx = 2.loga(x— 2) ; 


đ)logổ x — 5loga x + 6 = 0. 


Giải các bất phương trình sau : 


£ 3 
8) | JxInxdx; b) lệ: 
1 nŠ 
TT 
® 0 
©) j(=—x)sinxd; đ) Jt (2x+3)e 
0 


Tính các tích phân sau bằng phương pháp đổi biến số : 
TL 


24 
a) Ị m5 _ s4 dx (đặt u = =t _ +) Ệ 
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13. 


14. 


15; 


16. 
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. Ề 
5 (đặtx = E h) š 


9+25x 


tà 

2 

Gì Í sim” xeos xdy (đặt = COSY); 
0 


TL 
dã 
.J]+tanx 
đ) | TS “d(đậu =alEzrkuz): 
„ 0082X 
TT 


Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường : 


a)y=x7+ 1, x=—1,x=2 và trục hoành ; 
b)y =Iny, "  ... 
e 


Tìm thể tích vật thể tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi 


các đường y = 2x7 và y= +" 


xung quanh trục Óx. 
Giải các phương trình sau trên tập số phức : 
a)(3 + 2/)z— (4+ 7i) = 2— 5i ; 


b)( -3i)z +(2+ 3i) = (5~ 4i)z ; 
c)z?—2z+13=0; 


đ)z?2—z2—-6=0. 


Trên mặt phẳng toạ độ, hãy tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức z thoả mãn 
bất đẳng thức : 


a)|z|< 2: b)|z — i|<1: e)|z—1—i|<1. 


ĐÁP SỐ - HƯỚNG DẪN 


CHƯƠNG I 
§1. 


1. a) Hàm số đồng biến tên (—e s2], 


2e) 
;+|; 


b) Hàm số đồng biến trên các khoảng 
(— ; ~7) và (1 ; +œ), nghịch biến trên 
|G/4-00)1- 

e) Hàm số đồng biến trên các khoảng 
(C1: 0), (1; +ø), nghịch biến trên (—z ; —1), 
(0;1); 


nghịch biến trên ( 


d) Hàm số đồng biến trên Ễ : ?) „nghịch 


2 
biến trên các khoảng (—ø ; 0), Ế 1 +z) : 


2. a) Hàm số đồng biến trên các khoảng 
(Cøœ; 1), (1; +); 
b) Hầm số nghịch biến trên các khoảng 
Cø; 1), (1; +©); 
e) Hàm số nghịch biến trên khoảng (—ø ; —4), 
đồng biến trên khoảng (5 ; +œ) ; 
d) Hàm số nghịch biến trên các khoảng 
(Cøœ;~3), (3 ;3), (3 ; +o). 

3. HD, Xét dấu y'. 

4. HD. Xét dấu y', 

5. HD. Khảo sát sự biến thiên của các hàm 
số sau trên khoảng (s:) : 


8) ƒ(x) =tanx—x; 


b) g(+) =tanx—x 


§2. 
1. a)xep =—3,xey =2: b)Xey =Ú: 


©)%cp =-Ì;Xœ 


đ)xep =Š.„ Xẹy =1,x = 0 không phải là 


điểm cực trị ; e) xe = ý $ 
2.8) xep =Ú,xey =1; 


b)Xcp = ri, 

T4 
Xer =—c+Ix Œ,Ie); 
tăng _ 


3e; =+@k+jx e2): 


đ)xcp =—L.xey =1. 
3. HD. Sử dụng định nghĩa cực trị. 
4. HD. Xét dấu y'. 


5. . 
3 
hoặc ges! s00 
25 243 
6. m=-3 


§3. 
1. a) mỉn y=-4l, max y=40; 
L4: E-4:⁄41 


min y=8, max y = 40. 


I0;5] 10:5] 
b) max y— 56, min =. 
02] 'I8a1” 74” 


min y=6, max y= 552 . 
:5] 2:5] 


©) ni-C 0 2PRSE-2- 


B:4] 6:4] 3 


đ) min y=l;max y=3. 
LLH [LH 
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2 
ĐÓ 
4 
k 


§4. 


1, 


„.a) Hai tiệm cận đứng › 


1 ] 
„ a)m=—;€)y=2x—— 
)m 7 )y=2z 5 


3 
.„ 8)m=——;b)m= ——. 
)m 5 )m 


.. Hình vuông cạnh 4cm. 


Hình vuông cạnh 4/3 m. 


. a)maxy =4, b) max y=l. 


. 8)miny=0,b) min y=4. 
( 


(0;+e) 


a) Tiệm cận đứng x = 2 ; 
'Tiệm cận ngang y = —]. 
b) Tiệm cận đứng x = 
'Tiệm cận ngang y = —Ì. 


1; 


2 
c) Tiệm cận đứng li ẳ 


2 
. 
đ) Tiệm cận đứng x = 0. 
'Tiệm cận ngang y = —Ì. 
=43; 


Tiệm cận ngang y = 


Tiệm cận ngang y = 0. 


b) Tiệm cận đứng x = —1 và = $ 


'Tiệm cận ngang y = = 


c) Tiệm cận đứng x 
đ) Tiệm cận đứng x 
Tiệm cận ngang y = l. 


a) Một nghiệm ; b) Một nghiệm ; 


©) Hai nghiệm. 


. b) Với m<-2 hoặem>2: có một 


nghiệm. 


m = ~2 hoặc m = 2 : có hai nghiệm. 


~2 <m< 2: có ba nghiệm. 


. b)m=2. 


. a)m=0;c)y=-2x-l. 
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ÔN TẬP CHƯƠNG I 
5, b))m>2; i1) m<2; 
6. b)0<x<4;c)y=09x+6. 
7. b)mm< 2 hoặc mm > 10 : một nghiệm ; 
m =2, m = 10: hai nghiệm ; 
2 <m< 10: ba nghiệm ; 
e)y=-2x+ I. 
8. a)m= 1;b)m+#1;c)m <0. 
9. b)y=4y+ 3 và y= -4y + 3. 
€) m<=6: vô nghiệm ; 
m =6 : 2 nghiệm ; 
~6 < m<3: 4 nghiệm ; 
„=3: 3 nghiệm ; 
m >3: 2 nghiệm. 
10. a) m < 0 : một cực đại ; r > 0 : hai cực đại 
và một cực tiểu. b) Vr ; c) mm > 0. 
11. c) m = 3. 


12. a) Vô nghiệm ; b)+2 +k2r ,ke7. 


e) IS 
PP TP ĐT” 


Bài tập trắc nghiệm 
1. () ; 2. (A) ; 3. Œ) ; 4. (C) ; 5. (B). 


CHƯƠNG I 


§I. 
1. a)9;b) 8 ;c) 40; đ) 121. 


H 1 
2. a)a56;b)b;c)4; d)bS. 


- 
4. a) 271; 75, B 
Đi 


1 ray 
b) 982 ; 325; Ê) : 
7 
4. a)a;b)1(b#l); 


© „—@#Ð); 


Ÿlab 
d) 2b. 


§2. 
1. a)C© ;1); b)2 :2) ; 


6) VỊC1; 1}; đ)(Cœ; —1)(; +œ). 


2 
2. a) 3x~DG52=x+Ð 3; 


3 
b) TGr+Dd-x-+Ẻ )4; 


3m m1 
©) Sị CÓ h ‡ 


đ) —/5(5—a)ŸÖ~1, 
4. a) lớn hơn ; b) nhỗ hơn ; 
©) nhỏ hơn ; d) lớn hơn. 
5. a), b) nhỏ hơn ; c) lớn hơn. 
§3. 


lý.„..9[ 
1. a)~3;b)——;e)—; đ) 3. 

3) ) 5 ki ) 
2. a)9;b)2ƒ2 ; c) 16; d) 9. 

2 

3. 8); b)4log, DÏ. 
4. a) lớn hơn ; b) nhỏ hơn ; c) lớn hơn. 
5. a)2a+b+l;b) 
§4. 


3 Đ(e:Ÿ]:)CSe:0)0G c+2): 


1 
2q—e)` 


ĐCz:D0G:+2);6(<Š 1]. 


Š. a) “—. 


2x+l 
b)y'=—T————: 
(x“ +x+l)In10 
,_l-lnx 
9)iJ =S=: 
x“In3 


e)x 
2, a)x=2;b)a 
3. a) vô nghiệm ; b) x= 7; 

e)x=6;d)x=5S. 

4. ñ)x=20;6)šS5e)x=!8: 


§6. 


1 
Ấy Kb0)0002262000 0017125600002 


€)x < l:d)x< 0 hoặc x > l. 

VỀ 4)x<-30: b2 <x <3; 
e)x>3;d) 9<x<2?. 

ÔN TẬP CHƯƠNG II 

4. 3) VHH:B)Ce:DC| :+2): 
e) C©;—3)U(4;+œ); đ) [0 ; +œ). 

§. 5. 

. 4)8;b) I1. 


7. a)x=-3:b)x=0,x=l;e)x=l; 
d)x=8;e)x=27 ;g)x= 4. 


ˆ 


9 
8.a)x><—;b)x<—l; 
)x>:b)x 


e©)~ —<lx|<xJ5: đ) 0,008 <x<0,04. 
2/2 
Bài tập trắc nghiệm 
1. (8); 2. (C); 3. (B) ;4. (C) ; 5. (B); 
6. (C) : 7. (Œ). 


CHƯƠNG II 

§L 

1. a) e * và —e Ÿ là nguyên hàm của nhau. 
b) sin? x là một nguyên hầm củasin2x.. 


€) (-‡)}ea một nguyên hàm của 
b 


2 
(-?) LAO 
# 
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3ã 7 32 
2. g) 24 2x +—xŠ 
^ 7 


+Œ; 
2 


z = 
b)^—T n2 — LC; )~2cot2z+C; 
e*(n2-—I) 
BI §U 
đ)——| —cos8x+cos2x |+C ; 
4\4 
e)tanx—x+€Œ; 


l4 
== an 
8) 7 


l+x 
I-2+~i 


+€. 


1 
h)—In 
3 


mail che ) 
(I+x)d-2x) 3ÀÌl+x 1~2x 


5 
3. 2—pd=s)°+C; b)2(1+22)2 +C; 


+€, 


1 
€©)——~cosf x+€; đ)— 
# l+e 


jL e 


HD.————= Ữ 
c+e*+2 (+02 


4 2202 ~DInd+x) -# +3+€. 
b)e*œ?—l)+€; 
x 1 
€)——cos(2x + ])+—sin(2x +1) +C; 
) 5 s(2x + ) Pbẻ (2x+1) 
đ)(—x)sin x~eosx+€C. 


§2. 


1. a) ¬ 


104 


ẤI 4 
đ) 11— ;e)—-3ln2; g) 0. 
Đà viên 8 


GŸ9-1); b) 0; ) In2; 


T lÝ 
2. a)1;b)—;c)e+~;d)0. 
Da ĐÁn xi) tết 2/160) 


5: 4) Š ¡b) Š ¡©) ln(I + 2:4) E. 
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286 41 
4. a)2;b)—e `+—; 
) )S 9 
e) 2ln2— 1; đ)—1. 
2/3 


St g)42” ;b) Thu ;©) 3ln——. 
15 § 2 3 


1 
6n 
42 


1. a)2 ;b)e+1—2 SỐ) 0) 
2 e 


5. 1) 5  Gosø co đ) Áo œ< 


263xRˆ 


b) max V()= V-p = 


5 


2T 


ÔN TẬP CHƯƠNG III 


3u 4) 234- <1 43ï2- xu yiốt 
70E-) 


b) —cos4x—-LcosBz +C; 
8 32 


4. a)(+—2)cosx—sinx+ C; 


$ $ 
b)2x? vây +2x+C; 


e)Le2*-e* +x+C; 
2 


` 
2 4 


2 3 2 1, |l+x 
€)—Œ+1)?—-C+x? +C;g)—In 
ND GHI aZ 8 InÌ= 


+C. 


s. gỂ;0 1899, 


2 6 
——;©)——(3£`-—]1); d)2v2. 
3:91:90 );g)2/2 


6. a) -#9b)— e) 2! 211m2; 
§ In2 2 


1 T TỔ 5w 
đ)-=in3 ;e)l+— ;g)—+—. 
J3 .)0)1. ng ve 


Hà 4m 
7. a) Sa ;b) SP 
Bài tập trắc nghiệm 
1. (C); 2. (DĐ); 3. (B) ; 4. (C) ; 
5. 4) (C), b) (B) ; 6. (D). 


CHƯƠNG IV 


§I. 
1. a) Phân thực là 1, phần ảo là —m. 


b) Phân thực làx/2 , phần ảo là —1. 
©) Phân thực là22/2 , phần ảo là 0. 
đ) Phân thực là 0, phần ảo là —7. 


N2 DÁ ˆ 
PS TDTP 240 ĐDI 


X3+1, 


e)x=0,y=l. 

3. a) Dường thẳng song song với Øy, cắt 
Ox tại điểm (2; 0). 
b) Đường thẳng song song với Óx, cắt Øy 
tại điểm (0 ; 3). 
c) Các điểm nằm trong phần mặt phẳng 
toạ độ giới hạn bởi hai đường x = —1 và 
x=2. 
d) Các điểm nằm trong phần mặt phẳng toạ 
độ giới hạn bởi hai đường y = 1 và y= 3, kể 
cả các điểm nằm trên hai đường này. 


e) Các điểm nằm trong hình vuông giới 
hạn bởi các đường x = -2 ; x= 2; y= ~2 ; 
y =2 kể cả các điểm nằm trên các cạnh 
của nó. 

4. a)||=xƒ7 ; b) lz|=VH; 
e)lE|=5; 4)|E|=v3.. 

5. a) Đường tròn tâm Ó bán kính 1. 
b) Hình tròn tâm ÓØ bán kính 1. 
e) Hình vành khăn giới hạn bởi đường 
tròn tâm @ bán kính 2 và đường tròn tâm 
O bán kính 1, kể cả các điểm trên đường 
tròn tâm Ó bán kính 2. 
đ) Là giao điểm của đường tròn tâm @ 
bán kính 1 và đường y= l1. 


6. a)Z=1+i2;b)z=-V2-—¡3; 
e)z=5;d) Z=-7i¡. 

§2. 

1. a)5—¡; b)-3—107; 
€)—1+10i; d)—3+¡. 

2. a)a+/=3+2i; œ—=3-2i; 
b)z+/=l1+4i; œ—/8=1-§i; 
c)a+=-2i; œ—/j=12i; 
đ)ø+/8=19~2i;ø~ ÿ=11+2i. 

3. a)—137; b) -I0—4i; 
€)20+ 15¡; d) 20- 8¡ . 

A. =-i, 
Nếu n=4g+r,0<r<4 thì” =". 

5. a)—5+l2í; b)—46 + 9i. 


Ê=ll27=t; 
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3. 


s: 


Z¡+Z, ng = 
EU. cụ 1202 


4)~28+ 4i: b)~ 


e)32+13i; T c GH., b, 
45 ˆ.' 


L s 
a)z= l;b) z=———~i;e)z=15—5ï. 
) ) Ga )Z 


+iƒT ;+2iJ2 ;+2i3 ;+2ijJ5; +1. 
_1ÊtNE  v : ij47 
Su ơi 


3+ 


x°—2ax+a?+bˆ = 


ÔN TẬP CHƯƠNG IV 


2. 


6. 
8. 


Nếu số phức là một số thực thì môđun 
của nó chính là giá trị tuyệt đối của nó. 

z =z khi và chỉ khi z e . 

a) Số phức có phần thực lớn hơn hoặc 
bằng l. 

b) Số phức có phần ảo thuộc đoạn 
;-fÏ.zƒ 

©e) Số phức có phần thực thuộc đoạn [—1 ; 1] 
và môđun không vượt quá 2. 


. a) Đường x = 1. b) Đường y = ~2. 


c) Hình chữ nhật giới hạn bởi các đường 
¡x=2;y=0;y=1. 

đ) Hình tròn tâm Ø bán kính 2. 
1;b)x=-l;y=3. 


— 
5 5 


x=-l 


a)x=l;y= 


a)21+i; 
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12.Đặt 2a +z; =đ;2z2 =b;a,b eTR. 
z¡,z„là hai nghiệm của phương trình 
z?~az+b=0. 

Bài tập trắc nghiệm 


1.(). 2.(C). 3. (B). 4.(C). 5. (B). 6. (C). 
ÔN TẬP CUỐI NĂM 
2 
1ø =1;~,<l< 
b)9=2+2;P=1+2. 
a 
26 
#. l. 
= 
35) 2=j be lo 0E: 
105 
4. a) v2) = —5, 4(2) = 1 ; b) ¿=3 
Št:3)g-2u0eE: 
2 
€y=l,y ch uy y= n. 
42 2) ⁄2 
a-2 
6. b)y= X44 
y ( 2 a+1 


7. b) - file Ecigl 


8. a) min ƒ(x)=-—10, tớ ƒ(0= 


[z3] : 


b) min ƒ(x)—, max ƒ(x) — £Ÿ. 
I:e] IIE”] 


c) min ƒ(x)=0, max T@j== 
I0;s] {0;+œ) e 


đ) min ƒ(x)=-2 
sỹ] 


max, .¬ 
jã Z7 
"# 
9. a)x=0; b)xi =0, x; =log; 3 
2 


©)xị =3,1y =5; đ) xi =4,x; =8. 


10.8) (— ; U)L2|1 ;+9); 


b)C2 ;—1)0(:2): 
sỊ 
0;— 10; P 
s( nan)" lào) 


9(0:3]Ð:+2). 


x3 


11.a)— se” +D;b)—+in2; 


c)z;d)3e—5. 
4/2 
12. chải b)_; =i ¬. 
4) )ịag t€ c) đ) 
1 
... 
e, 
la, 226 
35 
li) sS” S?9Wjz=e 
13 13 55 


©)z¡ =1+2đï, z; =1—2Ni: 


16.a) Hình tròn tâm tại gốc toạ độ, bán kính 2, 
không kể biên. 
b) Hình tròn tâm tại (0; 1), bán kính 1. 
e) Hình tròn tâm tại (1 ; 1), bán kính 1 
(không kể biên). 
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BẢNG TRA CỨU THUẬT NGỮ 


Thuật ngữ Trang 
Bất phương trình lôgarit §7 
Bất phương trình lôgarit cơ bản §7 
Bất phương trình mũ 85 
Bất phương trình mũ cơ bản 85 
Căn bậc n 5 
Cơ số 49 
Cực đại, cực tiểu, cực trị 13, 14 
Diệu tích hình phẳng, 114 
Điểm biểu diễn số phức 131 
Điểm cực đại của đồ thị. Điểm cực tiểu của đồ thị 14 
Điểm cực đại của hàm số. Điểm cực tiểu của hàm số 14 
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Mũ hoá 

Phần thực. Phần ảo 

Phương pháp đổi biến số 
Phương pháp tính nguyên hàm từng phần 
Phương pháp tính tích phân từng phần 
Phương trình lôgarit 
Phương trình lôgarit cơ bản 
Phương trình mũ 

Phương trình mũ cơ bản 

Số mũ 

Số mĩ hữu tỉ 

Số mũ nguyên 

Số mũ vô tỉ 

Số phức 

Số phức liên hợp 

Số thuần ảo 

Tập khảo sát 

Thể tích của vật thể 

Thể tích khối chóp 

Thể tích khối tròn xoay 
Tích phân 

Tiệm cận đứng 

Tiệm cận ngang 


84 
130 
98, 108 
99 
110 
81 
81 
78 
79 
49 
35 
49 
98 
130 
132 
131 
58 
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118 
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105 
29 
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